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ПРЕДИСЛОВИЕ К ДЕСЯТОМУ ИЗДАНИЮ.
В настоящем издании исправлены все недочеты, погрешности 
и невязки, которые были замечены в предыдущих изданиях как 
самими авторами при пользовании книгой в школах, так и много­
численными друзьями книги — педагогами-лррктиками, присы­
лавшими нам свои советы, указания и замечания.
того, мы внесли в это издание много
KI1II[олнений
следующему
1) выпущены некоторые вопросы, 
несущественные на данной ступени курса по своему 
к , например, графическое решение о;














в одну; тема «уравнения» соединена сШ
тических иглrt'-' и новая
тема «теория Пифагора» выделена
развита в отдельМШШ13темы, где она раньше находилась, 
тема «параллельные прямые» 
темой «параллелограмы и трапеции», 
ветствующим образом исправлено ;
Дополнения нового издания по сравнению с пре,
соот-
соетоят в следующем:
введена новая тема «осевая симметрия», где на
ия о
1 1
нендикуляре и наклонных, о свойствах равнобедренного треуголь­
ника, о равенстве треугольников и нр.; 
f»2) к главе «функция и ее график» добавлены задачи, решае­
мые методом;
3) к теме «теорема Пифагора» добавлен вопрос об извлечении
корня из чисел;
во всех почти работих увеличено число задач, иллюстри- 
и закрепляющих теоретический материал.
предисловие к первому изданию книги, знакомившее
с ее особенностями и содержавшее методические указания к поль-
в настоящем издании мы вьшускаем ввиду эко­
номии места. Если в 1924 году, когда впервые появилась наша 
книга, составленная на совершенно новых для того времени прин­
ципах, такие объяснения и указания были необходимы, то теперь 
они уже излишни, так как принципы эти ныне получили доста­
точно широкое распространение.
Г. Поппе рек.
Р а б о т а  M l ,• т *
ИЗМЕРЕНИЕ ОТРЕЗКОВ И УГЛОВ





Сложение равных отрезков, у , и   разность 
Смежные угло1. Прямой угол. Сумма смежных углов, 
кальны. углы. Окружность. Градусное измерение дуг и углов.
Измерение углов транспортиром.
§ 1. Прямая линия.







т1. Отметьте в тетрад 
[рямых линий (сколько
2. Отметьте





У к а з а н ®  е 1.
' » • 4










читать: 1) поямая АВ.
§ 2. Отрезок прямой. Сумма и разность отрезков.
У к а з а н и е . Часть прямой, ограниченная с обеих сторон 
. черт. 3), называется отрезком прямой и обозначается буквами,






у концов этого отрезка. На черт. 3 даны 2 отрезка 
в 2 см и CD — 6 см.
скольких отоезков составлена ломаная
Задачи.
ния IY (см. черт. 1)?
А
г>
длиной в 1, 3, 5 см (или дюймов, вершков)
г концов каждого и надписать 
сантиметров (или дюймов, вер:ш
ить: 1) сумму двух CD




. ■ • • • • »  ‘ а • >
во сколько раз один отрезок больше другого
Р е ш е н и е .  На произвольной прямой (черт. 5) 
и от нее циркулем откладываем отрезок 
затем от точки Fциркулем откладываем 
Отрезок EG будет искомой суммой отрезков АВ  и
точку S
отрезку АВ,
АВ  +  CD).
4. Начертить два произвольных 
отрезок, равный их сумме, б) найти разность тех 
У к а з а н и е .  Иногда отоезк и обозначаются
отрезка; а) найти третий
р о  одной малой 





В этом случае под буквами и разумеются какие- 
числа, выражающие длины отрезков.
5. а)Измерить в сантиметрах отрезки а, Ъ и с 
вставить полученные числа в таблицу:
а , Ъ
б) обозначить сумму полученных чисел, не производя сло­
жения.
Отв. 3 +  4 +  2.
6. Обозначить, не сложения, суммы
а в  б.
производя
чисел: 1) 1, 2, 3; 2) 8, 5, 9; 3) 2, 3, 7, 5, 1;
7. Обозначить сумму трех отрезков: а, Ъ и с; подставить 
букв числа из задачи 5 и вычислить результат.
8. Начертить отрезок,, равный сумме трех отрезков (черт. 
(геометрическое сложение).




отрезок, равный разности отрезков а на чер-
теже 6 (геометрическое вычитание).
11. Написать разность чисел b 
при Ь =  5; а =  3.
У к а з а  н и е. Замена букв их числовыми 
вается подстановкой.
SIS
§ 3. Сложение равных отрезков.
Задачи.
1. чертеже 7 дан отрезок 1Ш1?Шиа суммы § рав-
«
ft
Найти величину отрезка АВ.
Р е ш е н и е .  ^ В  =  с +  с +  с +  с + ' с  — (короче) =  5с
А с f I
Черт. 7.
>
У к а з а н и е .  .Число 5 в полученном выражении 5с называется
2. Написать короче следующие суммы при помо]IIIS коэф­
фициента:
О “I- (X —[— Л
Ъ -}- Ъ -j- Ъ -j- Ъ
%-\-х
у - \-у
3. Вычислить величину отрезка АВ  (черт. 7), если каждый
с —  13 мм.
4. Сделать подстановку и найти числовую величину выра­
жений: а) 4 Ь,если Ъ—  3, б) 8о, если о = 5 .
Как называются в этих примерах числа 4 и 8?;
§ 4. Угол. Сумма и разность углов.
У к а з а н и е .  Две прямые, выходящие из одной точки, обра-
(черт. 8 и 9). Точка, из которой выходят прямые,
(АВ, АС, DE, DF).
сами прямые 
л я  отличия <





£  D (черт. 9), где знак заменяет слово 
:, причем эти буквы надо читать в таком 
стоящая у вершины, читалась непременно 
на черт. 8 следует читать: ВАС или
на черт. 9. 2) Сравнить углы на
и какой мень]~ ° —
8
II
нится ли величина утла, если продолжить его стороны (черт. 10)?
4) Что надо сделать, чтобы увеличить этот угол? 5) Что надо 
сделать, чтобы его уменьшить? 6) От чего зависит величина утла?
наклона




У к а з а н и е .  (черт.
11) называется суммой соста­
вляющих его углов: ^  АВС  и 
CBD, т.-е. /_АВ£ С +  
-f- GBB. Наоборот, 
есть р а зн о с т ь А В В  и /_СВВ, 
т.-е.
АВО  =  А В  — £
Я
Черт. 11.
Задача. Представить /_C B B  (черт. 11) в виде разности двух
углов.
§ 5. Смежные углы.
Вопросы. 1) Назвать углы, изображенные на черт. 12. 2) Ука­
зать верш 
/_С ВВ. 4)
ну АВС, /_ СВВ. 3) стороны АВС
Какому из этих двух углов принадлежит
»
сто-





•«.<•; f 'if  *•» Л
У к а з а н и е .  Углы, которые имеют об­
щую вершину, общую сторону и у ко­
торых две другие стороны составляют 
продолжение одна другой, называются
смежными.
В  Вопрос. Можно ли назвать смежными 
углы черт. 11?
Задача. Дан ^  ЛВС (черт. 13). Начертить (построить) смеж­
ный с ним угол. (Решить задачу двумя способами.)
§ 6. Прямой угол. Сумма смежных углов.
что общая сторона ВС пары смежных углов 
12) вращается около вершины, как то указано стрелкой,
в то время как другие две стороны остаются неподвижны*т
с
л
На черт. 14 изображены три из возможных положений по-
I положение. ВС имеет такое положение, что
/  CBD  <  АВС
(где знак <8начит „меньше"). *
будет происходить с величиной каждого из этих
если продолжать вращение ВС в направлении, указанном 
(против часовой стрелки)?
ВО имеет такое положение, что 
£ C B D = = L A B C .
В этом случае углы CBD называются прямыми (рав-
ffl положение. CBDбольше /_ A BC, ил”fiWI 5
L  GBD >  Z- -АБС7
значит






= d означает, что /  Б  прямоЗапись / ^ B  — /_ В
ЧТО любая пара смежных углов равна сумме двух прямых углов, т.-е.
ABC  -j- CBD =  2d.
У к а з а н и я .  1) Если две прямые, пересекаясь, образуют 
прямой угол, то они называются взаимно-перпендикулярными, 
а каждая из них называется перпендикуляром к другой прямой 
(черт. 14, полож. И), что обозначается СВ J_ AD. 2) Прямые СВ 
на черт. 14, полож. I и III, называются наклонными. 3) Угол 
меньший прямого называется острым; угол больший прямого
называется тупым.
Упражнение. На всех предыдущих чертежах указать утлы 
острые, прямые и тупые.
§ 7. Вертикальные углы
У к а з а н и я .  1) Две прямые линии, пересекаясь,
зуют 4 угла (черт. 15), которые попарно называются угла; 
тивоположшыми, или вертикальными.
I
Первая пара: ^  АСЮ и £_ DOB или
L  1 и
#
Вторая пара: £_ AOD и 1_ СОВ или
/ . З и / , 4 .
2) Из черт. 15 видно, что стороны одного 
з вертикальных углов служат продолже­
ниями сторон другого (напр., стороны £ Л
и  L  2) -
3) Вертикальные углы равны между
№
L % ” Черт. 15.
V§ 8. Окружность и ее элементы.
У к а з а н и е .  На черт. 16 изображена замкнутая кривая линия, 
все точки которой одинаково удалены от точки О. Такая линия 
называется окружностью. Точка О называется центром окруж­
ности. Отрезок, соединяющий центр с любой точкой окружности, 
называется радиусом окружности.
Вопросы. 1) Как начертить окружность на бумаге и как
провести окружность на земле? 2) Начертить окружность и про­
вести в ней несколько радиусов. 3) Все ли радиусы окружности 
равны между собою?
На черт. 17. изображены 3 окружности.
, 1) Равны ли их радиусы? 2) В какой окружности 
радиус наибольший и в какой наименьший? 3) Указать, какая 
окружность наибольшая и какая наименьшая. 4) Увеличивается 
ли окружность с увеличением радиуса?
ли
У к а з а н и я .  1) Радиусы обыкновенно обозначаются буквами 
г или R.
2) Отрезок АВ (черт. 18), соединяющий две точки окружности 
и проходящий через ее центр, называется диаметром и обозна­
чается буквой d или D.
Вопросы. 1) Сколько диаметров можно провести в окружности? 
2) На сколько частей делится окружность 
эти части? з) Во сколько раз диаметр больше радиуса? (АВ 
АО +  OB — г +  г — 2 г).
На черт. 19 в окружности проведены два диаметра:
л В  _L CD.
Вопросы. 1) Какие углы образуют между собой диаметры АВ 
и CD (черт. 19)? 2) На сколько частей разбилась эти 
рами окружность? 3) Равны ли между собой эти члсти?* 4) Сколько 
прямых углов поместилось вокруг точки О? 5) Сколько прямых 
углов поместилось около центра О по одну сторону каждого диа- 
метра?




(например, АС или BD,окружности
черт. 19) называется дугой и обозначается так же, как з 
прямой, т.-е. двумя буквами у ее концов. В отличие от отрезка 
прямой, перед буквами дуги ставят знак , например, 
т.-е. дуга СВ.
Вопрос. Назовите, какие еще дуги имеются на чертеже 19?
§ 9. Градусное измерение дуг и углов.
Вопрос. На сколько частей разобьется вся окружность
(черт. 19), если каждую из 4 дут (АС, СВ, BD и ) 
еще на 90 равных частей?
лить
У к а з а н и е .  Одна трехсотшестидесятая часть окружное^
называется дуговым градусом. Говорят, что окружность содержит 
360 дуговых градусов, и пишут 360°, где знак 0 заменяет слово 
градус.
Вопросы. 1) Какую часть окружности составляет kj АСВ? 
ADB? (черт. 19), и сколько в каждой из них
2) Какую часть окружности составляют дуги: СВ?
в [з них гр а,
в
kj BD, о  DA (черт. 19), и 
3) Какую часть окружност:





Углы FOG, DOE, БОС, составленные радиусами и имеющие 
вершины в центре окружности, называются центральными углами.
1) Сколько дуговых градусов в дуге DE?
2) угловых >У „ угле j
3) If дуговых » пДуге ВО?
4) » угловых п „ угле В001
Сколько дуговых градусов в столько будет угловых 
соответствующем центральном угле.
При измерении угла 
центром О в вершину угла А, 




в дуге круга (транспортира), которая заключена между сторонами
угла, содержится 40° (дуговых); следовательно, согласно преды­
дущему, в угле ВАС  будет тоже 40°
Задачи.
1. 1) Измерить транспортиром 
работе. 2) Обратно: построй
L
2. Построить угол, ранный 
ВАС (черт. 24).
Л




и возьмем на 
:роизвольную точку D. 
Произвольным радиусом засе­
каем стороны данного угла 
ВАС  (черт. 24). Не меняя рас- 
твора циркуля, из точки D про­
водим дугу, пересекающую
точке j
все углы, помещенные в
В 40°, 50°, 35°, 86° И 90°.
т.
на циркуль расстояние между точками В  и С (черт. 24)
е меняя раствора 
. 25) точку
циркуля, а точк засекаем на дуге 
проводим прямую.
Получившийся в результате такого построения GDE будет
искомый, он равен углу ВАС  (почему?). ( У к а з а н и е .  Очевидно,




Р а б о т а  №  2.
Д Р О Б И .
Понятие о дроби. Метрические линейные меры. Десятичные
иТаблица перевода метрических мер в 
Сложение и вычитание десятичных дробей.
такие простых дробей.
и вычи
§ 11. Понятие о дроби.
Vч . .; •
Задача. Начертить 4 равных отрезка длиною 
Обозначить их цифрами: I, II, III, IV*.
Разделить I отрезок на 2 части (на-глаз); II 
на 10йа 3 равные части; III — на 4;
Вопросы. Как называется каждая часть в
пред, зад.)?
половина, или одна вторая дециметра; запись: 1
2) Как азывается каждая часть в отрезке
1треть дециметра; запись: 3 дм).
надписать ее цифровое обозначение (т.-е. 13
теже внизу этот отрезок разделен на 4
2) лько таких
2
3) Как называется каждая часть в отрезах III и IY?







1)Вопросы. Сколько в дециметре (в единице) 
третьих, 3) четвертых, 4)
У к а з а н и е .  На чертеже 26 дан отрезок. А В ,; на том же чер-
части; одна ив этих
2 Рабочая книга по математике. Ч.
в составляет отре-
вок Ъ1 отрезок а? [ Отел три четверти, или 34
' . з
К а з а н и е .  Выражение — называется дробью и означает,
что некоторая 
частей взято 3 
гелем 
гелем
величина разделена на 4 равные части к таких
а, черт. 26). Число 3 называется числи- 
число частей), число 4 называется знамена-
какие это части). Черта, разделяющая числи
теяь от знаменателя, называется чертою
Упражнения. 1) Прочесть дроб]
в каждой из этих
1 2 1 5 3 б
о з 5 6 10’ 10
числитель и знаменатель.
эти дроби на отрезках. 4) Написать дроби: одна 
восьмая; три восьмых; пять восьмых; одна двенадцатая; три две­
надцатых; одиннадцать двенадцатых.
[ача. 3 килограмма хлеба на 4 человека (3 : 4).




Р е ш е н и е .  Из каждого килограмма каждому достанется по
\. j 
• > 1
4 ч кг), а из 3 «г — по три четверти
3
4 Ki . т.-е.\
8:Д 4
-.-■ч?: • V  • •
и можно рассматривать как результат деления 
ее знаменатель (т.-е. как частное* от деления
отношение этих
деления 5 : 6.
с  *'
а) 1:6; 7 :9;
7; 5 и 6.
У к а з а н и е .  Целое число можно представить в виде дроби, 
писав под ним знаменатель 1, так как от деления любого числа.
получается
Пример. 2 21 (так как 2: 1 =  2), з
3
1 (так как 3:1 =  3).
2 3У к а з а н и е .  Дроби —- и — называются обратными. (Чем от3 2% • 
личаются две обратные дроби друг от друга?)







1 . 2 ( р е ш е н и е :  —2 2);
1 1
3 ’ 4
2) Найти дроби обратные числам: 2 ( р е ш е н и е :  2
2
1
а потому обратная дробь будет 1 ч2
Вопросы.
3; 5; 10; 8.
1Как прочесть числа: 2— (два с2
13— (тринадцать и восемь десятых); 7 5Ю 8
1— 1 
5 •












8 ’ 12 * =.
У к а з а н и е .  1) Дробь, у которой числитель меньше знаме-
аменателя, назы-
нателя, называется правильной дробью.
2) Дробь, у  которой числитель больше 3]
вается неправильной дробью.
3) Правильная дробь меньше единицы, неправильная 
больше единицы.
\  • •
Упражнения.

















Р е ш е н и е . 32
1 12
53. В дроби — выделить целые единицы (обратить неправиль
иую
Р е ш е н и е .
2
в смешанное число).





4 ’ 194 4
3
4









6. Разделить: 25 на 7; 102 на 11; 207 на 8.
з
7. Обратить смешанное число 2— в неправильную дробь.
Р е ш е н и е .  В каждой единице восьмых долей 8, а в двух







1 2  3 -неправидьные дроби: 2— ; 5-—; 7— ; 7— ;'8—
. . 3 - 84 -----* 1------* 2 — —
100’ 100’ 100
смешанное число в неправильную дробь
Задачи.
з
I. Расстояние между двумя точками 24 метра. Найти — этого
/
задачу с помощью черт. 27, где искомая 
буквой х (икс).
- - 2 Ч
Л I I III»— »
т  .<т . х
20
2. Найти 35 ОТ 25.
3. Три четверти 3
4 расстояние между двумя точками соЧ
ставлягот 18 м. Найти все расстояние между этими точками.














неизвестного отрезка равны 15 Найти весь отрезок, 
некоторого расстояния равны 56 Наити все рас»
стояние.




5 дес.? (Десятина =  2 400 кв. саж.)
7. От Москвы до Ленинграда 612 км. Найти 23 этого рас­
стояния.
8. 35
ч \ . . .
месячного заработка рабочего составляют 21 руб. Опре­
делить месячный заработок рабочего.
9. Ученик прочел 70 страниц книги,'-что составляет 
книги. Сколько страниц в книге?
§ 12. Метрические линейные меры.
У к а з а н и е .  Меры, которыми 
(отрезки прямой линии), называются 
странах бывают различные. Всем
5
6 все
сажень, аршин, фут, вершок,
Великой фра1HI
ияы и 
ми и в 
русские меры (верста,




народным съездом ученых). Основная единица этой системы — 
метр 0 (около 1 % арш., или, точнее, 22%вершка).
Увеличением этой меры в 10, 100, 1 000 раз получаются меры 
крупные, а делением на 10, 100, 1 000 ранных частей получаются 
меры более мелкие.
1
Таблица метрических линейных мер.
километр (км) — 10 гектометрам (гм)




1 метр — 10 дециметрам
1 дециметр — 10 сантиметрам (см)
» ‘
1 сантиметр == 10 миллиметрам (мм).
Ок. метров в декаметре? гектометре? километре 
2) Ш , в метре дециметров? сантиметров? миллиметров? 3) Ск. в де
8
сантиметров? миллиметров?
Наиболее употребительные из этих мер: 
Километр-= 1 000 метрам. Метр =  100 сантиметрам
/ г -
Сантиметр — 10 миллиметрам.
меры употребляются‘ редко.
Предстали именованным числом в метрах:
2 км 8 гм 5 дкм 3 м.
Р е ш е н и е :  2 853*
простым именованным числом метрах: 2 км
8 гм з м.
еш  е н и е отсутствующие
2 КМ 8 гм 0 дкм 3 м =  2 803 м
2 м 8 дм 5 см; 2 м  5 см. 









2) Какую часть метра составляют:
1 см? 2 см?3 см? 8 см? 23 см?2 бж 3 см? 5 дж 8 сж?
3) Какую часть метра составляют: 1 жж? 2 жж? 18 мм?
1 еж 8 ММ? 125 жж? 1 дж 2 еж 5 жж?
4) Выразить в метрах: 2 ж 3 дм; 2 ж 35, еж.
Вывод. Выражая мелкие метрические меры в долях более 
крупных мер, мы получаем дроби, у которых- знаменателями, 
служат числа: 10, .100, 1 000 и т д., вообще единица с нулями.
\
§ 13. Десятичные дроби.
У к а з а н  и е. Дроби 321 7
74 745321-—-, 321 —г—г называются10’ 100
записываются без знаменателя, а имен]
целую321,7; 321,74; 321,745, т.-е., отделив 
шанното числа от дробной, пишут тс 
и подразумевают ее знаменатель: в первой дроби 
рой— 100, в третьей — 1 000.
10, вО
целых чисел самом
деле, когда мы пишем какое- 
не указываем особо, что 3 -
целое число, наир., 321, то мы 
сотни, 2 —-десятки и 1 — е;№
ница, потому что мы и без того знаем, что на 
(считая от единиц влево) стоят сотни, правее их десято 
правее единицы, которыми обычно вое целые числа 
ваются. Если, отделив запятой целые единицы числа, мы напн 
шем затем какую-либо
тому же правилу, эта должна означать





321,7 =  321 710
разряд следует за десятыми долями
за сотыми?
Вывод. Если после целых единиц числа поставлена занятая
и далее после запятой написаны какие-нибудь ц 
стоящая вправо от запятой на первом 
на втором месте — сотые 
, и т. д.
, ТО Ц]
тысячные
• • ' ч ' ' .' ■ р . . # ' \ . .
В дроби 321,745 — 7 означает десятые доли, 4 — сотые,
5 — тысячные
23





е. Чтобы прочесть десятичную дробь, надо про
после запятой,
В
вое число, написанное и ука-
но'следнего разряда. нашем примере
321,745 дробную часть следует читать: «745 тысячных», а все число: 
«321 целая и 745 тысячных».
Упражнение. Прочесть: 2,3 м, 2,38 м, 2,389 м.
У к а з а н и е .  Если в числе нет целых единиц (дробь пра-
, то вместо целых ставят 0, отделяют его запятой и 




либо разряд в дроби отсутствует, 
его место замещают нулем; напр., 0,003; читать: «ноль целых 
три тысячных», или, короче: «три тысячных».
Вопросы. 1) Даны дроби: 0,3; 0,03; 0,003. Во сколько раз 
дробь больше второй? вторая дробь больше третьей?
2) Дана десятичная дробь 8,745. Перенеся запятую через один
а) Чем стали(т.-е. цифру) вправо, получим число 87,45. 
единицы (8) после перенесения запятой? б) Чем стали десятые (7)?
% ’ w.
/  ^ г
цифры? все число?
увеличилось
Вывдд. От переноса запятой через один знак вправо число у ее
личивается в 10 раз.
ВоВопрос. сколько раз увеличится число, если запятую 
через 2 знака Вправо? через 3 знака вправо? По-
?
Вопросы.
переноса запятой вправо через д. знаков
в 10, 100, 1 000 и т. д. раз. 
дробное число: 329,7; перенеся запятую через 
знак влево, получим число 32,97. 1) Чем стали после пере­
сохни? десятки? единицы? 2) Чем стали десятые
раз уменьшилось: а) значение каждой 
4) Во сколько раз уменьшится число
и т. д. десятичныхзанятой влево через 2, через 3
знаков?
Вывод. От переноса запятой влево через 1, 2, 3 и т. д. знаков*
число уменьшается в 10, 100, 1 ООО и т. д. раз.
1. Увеличить число 2,785 в 10, 100, 1 раз.
2 [ЫПИТЬ ЧИСЛО 785,2 В 10, 100, 1 000 раз.
24
Вопрос. Изменится ли величина десятичной дроби, если к ней 
справа приписывать нули, наир., 0,3; 0,30; 0,300; 0,3000?
Вывод. От приписывания к десятичной дроби нулей справа 
величина дроби не изменяется, и обратно — нули справа можно 
опускать, не изменяя величины дроби.
Упражнения.
1. Написать без знаменателя дроби:
7 35 2 1 5 16100’ 1000’ 100’ 10 000’ 16
11
1000












3. Написать "короче следующие дроби:
0,50; 2,0750; 31,0000; 6,16000.
§ 14. Таблица перевода метрических мер в русские
и обратно.
1 км = =  0,937 версты = 1
= 468.5 еаж. 1
1 м - = 1,406 арш. = 1
- 22,5 верш. — .1
= 3,28 фута =  ,
•
1
i ецма=  39,37 дюйма.
1 С М  —= 0,225 вершка.
верста=  1,067 КМ == 1 067 м
саж. -2 ,134 м ' == 213,4 см
арш. :=  0,711 м == 71,1 см
фут ==  0,305 м == 30,5 см
верш. == 4,445 см. *
§  15. Сложение и вычитание десятичных дробей
Задачи.




11 м 75 см 
3 м* 12 см
И* Я1Ш ,1 * щ « ..................... . I I» *
7
25ч








9 м 69 см
2 м 85 см
' 2
л
9 м 69 см












При сложении или вычитании десятичных дробей 
поступают как при сложении и вычитании целых чисел: подпи­
сывают одну дробь под другой так чтобы единицы были под еди­
ницами, десятые под десятыми, сотые под сотыми и т. д., затем
сложение или вычитание, не обращая внимания 
а в полученном результате ставят запятую на том же
месте, где она V. во всех данных числах
V
л
1) ,0 ,5 7 8  
' 1,396 
1,974
4) _  1,974
1,396 
0,578












П р и м е ч а н и е .  Иногда, для удобства производства действия,
С малым количеством десятичных знаков приписываются
вое слагаемые, а также уменьшаемое
мели равное число десятичных знаков
Примеры, 1) _j_ 2,500
- * ' f • ;»•* ‘Г ' 1 * * V . 4 * im tm i i' ' i 1









ж результаты сверить с предыдущими
./ •




§ 18 Сложение обыкновенных дробей.
Вопросы. 1) К четверти метра прибавить еще четверть метра.
1 1Ск. получится в сумме ( — -j- —
т 4
2* И 2) Ск. получится, есла
3 1к — килограмма прибавить —• килограмма? 3) Ск. получится, 
8 8
8 — 5если к —- кг прибавить — кг! 4) На черт. 29 представлен отре-8 * - о
зок А В У разбитый на 12 равных долей. Ск. таких долей в от­




Л 1 X I i
Черт. 29.
Вывод. Чтобы сложить дроби с равными знаменателями, надо
сложить их числители и подписать тот же знаменатель.
П р и м е р ы .  1) 14
1 1 4-1
4 4
» ) ! + Х  


































15 15 * . « 
Ч
17. Вычитание обыкновенных дробей
Вопросы. 34
V
м отнять одну четверть метра 34
5 3




4• * ' в • , ^
2) От пяти восьмых килограмма отнять три восьмых килограмм!
29) составляем
остаток за вычетом а и 6 (1 5
3
12 12
? 4) Какую часть всег<
.* / . *
отрезка (черт. 29) составит разность двух
'т.-е. а — 6)?
а
? . ‘ 1
Р е ш е н и е ,  а — b б 3 I
Вывод. Чтобы вычесть дроби с равными знаменателями, надо
числителя вычесть числитель второй дроби и
под результатом подписать тот же знаменатель.
2 . 5





3 1 3 — 1
















12 — 5 — 3
так как 1
1 3) 1

















при помощи черт. 30, что в














содержится шестнадцатых долей? тридцать
[естых долей ? в 13 девятых долей? Запи­







3__ 6 * " 9 6 • 1 _ _ 4
4 “ 8 ’ 3 У ’ , 3 “4 "  12*
9 3 » 4 _ 2 .•м * 3 1
12“ = Т ’ 6 “  3 ’ 12“'  4*
умножении и при делении числителя и знаменателя 
то же число величина дроби не изменяется, изме-
числителя и знаменателя а одно
9 *t
8 г1 9




•* \ > ,
98
19, Увеличение и уменьшение дроби в целое число раз 
(умножение и деление дроби на целое число).
Вопросы. величина
в несколько раз только ее числитель?
2) Как изменится величина дроби, если уменьшить 
раз только ее числитель?
если увеличить
если
раз только ее знаменатель?
величина I /
раз только ее знаменатель?
0  О




V I больше дроби т?дробь 8









И 3 ? 8
Г -1 ?






меньше дроб 6 ?5
8) Во сколько раз дробь
2
3
дробь 29 меньше дроби
8 ?
9





? дробь 1 меньше 1 ч5 ^  ' 18
Л) От увеличения или уменьшения числителя дроби в несколь- 
величина увеличивается или уменьшается во столько же раз.
2) От увеличения знаменателя дроби в несколько раз величина 
уменьшается во столько же раз, и наоборот.
Упражнения. Произвести указанные ниже 
51) —  • 3
6
2)


































1. Служащий истратил 215 своего жалованья на оплату
тиры и отопления, 715 на стол, а остальное на прочие расхода,
Сколько он истратил на прочие расходы, если его жалованье равна
лось 60 руб.? Отв. 24 руб.
22. Из роты выбыло в отпуск — всего ее состава и осталось5
человек было в роте?96 человек. Отв. 160.
3. Себестоимость книги для издательства составляет 80 коп.;
накладные расходы и прибыль составляют 









продает ситец по 48 коп. за метр с





своим членам галоши по 3 руб.
цены. Определить продажную цену






Л  ,  &  к
3 + т :5
4
\
1 . 3 12
2 , 2— . 3 А------515 “  25




: 2 1 • 18
И  _8,l I
12 • 12 *  12






Р а б о т а  М  3.
ДЕСЯТИЧНЫЕ ДРОБИ И ПРОЦЕНТЫ.
Умножение и деление десятичных дробей. Понятие о проценте. 
Обращение десятичной дроби в обыкновенную. Приближенное
измерение и приближенное Л \ 4 9 Обращение обыкновенной
дроби в десятичную. Среднее арифметическое. Средняя погреш
ность результата измерения. Вычисление процентов.
§ 20. Умножение десятичных дробей.
Задачи.
1 . Килограмм сахара стоит 0,65 руб. 
3 кг? 8 кг? 27 кг?
Сколько рублей стоит
2. 1 метр ситца стоит 0,45 рубля. Сколько
3,3 метра?











4 -1 3 0
17,55





У к а з а н и е .  Отбрасывая запятые во всех примерах первой
задачи и производя умножение полученных целых чисел, мы
раз увеличивали множимое в 100 раз, отчего произведении
Л тгтпта ТГЛ'ЛТ /\А7ГТТГТЛ т х /N ** ЛЛ — Ф'истинного в 100 раз; чтобы получить
истинное произведение, мы в полученном делом числе должны 
были отделить запятой два знака справа (т.-е. уменьшить его
в 100 раз).
При решении второй задачи мы умножали целые числа: 
45 на 33, т.-е. увеличили множимое в 100 раз и множитель в 10 раз, 
отчего полученное произведение 1 485 оказалось в 1 000 раз больше 
истинного. Поэтому в числе 1 485 надо было отделить запятой 
справа три знака (т-е. уменьшить его в 1 000 раз).
\
Вывод. Десятичные дроби умножаются точно так же, как
I* •
умножаются целые числа. При умножении десятичных дробей надо 
множитель подписывать под множимым, не обращая внимания 
на занятые, и затем умножить множимое на множитель, как целые
числа (т.-е. также не обращая внимания на запятые). В полу­
ченном произведении надо отсчитать справа и отделить запятой 




производство 1 гаг чугуна расходуется 1,46 гаг железной 
и 0,02 гаг марганцовой руды. Сколько железной и марган- 
руды потребуется на производство 76,3 гаг чугуна?
Отв. 112,924 гаг.
производстве 1 гаг чугуна из потребных для этого мате-
Как великариалов теряется 0,113 гаг рудной пыли и 0,367 гаг угара, 




производстве катаной проволоки расходуется на каждую 
проволоки: 1,148 т болванки; 0,0022 т стали обжатой; 
■* Сколько тонн каждого из этих материалов было6,001 т
f , # * Г •/ %
израсходовано в 1913 г. на Александровском заводе, где годовая
проволоки равнялась 48 393 г.
Отв" 1) 55 556,044 2) 106,466 г; 3) 48,39 г.
jf




34:10 =д 3,4; 3) 6,5; 4 )6 ,5 :10= = ?
х о д  .
v. : •
на 0,1 и
получаемые от умно- 
.еления того же числа
н а 10 числа мы узнаем , когда делим
Какую часть числа мы когда умножаем его на 0,1?







в) 4,8 • 0,01
а) 1,5 • 0,001 
В) 32,2-0,001
а) 5,6 • 0,2 =  1,12;








Г ) 32,2 :1000
б) 5 6 -2 = 1 1 2 ; 




Вопросы. Какую часть числа мы узнаем, когда умножаем
на 0,01 (пример 1-й)? на 0,001 (пример
(пример : 
написаны




соответствующих целых чисел 56 .2 легко
У к а з а
§ 21. Понятие о проценте.
е. Умножая число на 0,01, мы находим его сотую
часть. Сотая часть числа называется процентом этого числа. 
Следовательно, умножая число на 0,01, мы находим один про­
цент (или 1%) этого числа. Умножая число на 0,02, мы нахо­
дим две сотых, т.-е. 2% этого числа. Умножая число на 0,03, 
мы находим три сотых, т.-е. 3% этого числа, и т. д.
Вопросы. процентов числа
его а 0,14? на 0,35? на 0,1? на 0,4?
1 находим, умножая 
на 0,001? на 0,015?
№> 0,008? на 1,12? на 4,3? 2) Найти 3% числа 8; 5% числа 3,6;
числа 400: 0,17% числа 600: 5,6% числаЬ числа 800; 0,4%
Задачи.
I. Служащий из получаемых им 75
60% на пшцу, 24% назанья тратит 
я  остальные 16% на прочие расходы.
месячного жало-
JJUL отопление
Сколько рублей он тратит
на пцу, квартиру с отоплением и прочие
От в. 45 руб.; 18 12 руб.
2. Из 200 человек взрослого населения дома 55% составляют,
1,5%рабочие; 40,5% — служащие; 2,5% — 
способные и 0,5% — нэпманы. Сколько жильцов
живут в Ю; 81; 5;
в Рабочая книга по математике. Ч* L
3. На всех южных доменных заводах в 1913 году было вьшла- 
но 3 153,3 тыс. тонн чугуна, а в 1921/22 операционном году
Сколько тысяч тонн чугуна былоколичества
выплавлено в 1921/22 году? тью
§ 22. Деление десятичных дробей
Пример 1. а) 8,б: 2 =  4,3; 3: з
Пример 2* а)










2 - й  о с т а т о к 170
150
3 - й  о с т а т о к 200
200
I I I I— ■ I»
0
к примеру 2 а: 1) Чему равен первый остаток?
2) Сколько в этом остатке целых единиц? 3) Сколько в этом
десятых долей? 4) Сколько всего десятых долей полу- 
в первом остатке, если к  нему добавить (снести) две де- 
из' делимого? 5) Сколько десятых долей во втором 
6) Сколько сотых долей во втором остатке? 7) Сколько 
в третьем остатке? 8) Сколько тысячных долей
в третьем 






2 - й  о с т а т о к 20
20
0
Почему на месте целых в частном получился 0? 
а месте десятых в частном получился о? з) Откуда
4) взялся 0 во втором













38,4: 2,5 =*15,36 
объяснение \ а метрических мерах: 




38,4 м  : 2,5 м  —












а) 0,7: 0,016 =  43,75.
объяснение на метрических мера
0,7 лг = 7 0 0  
0,016 л * = 1 б  мм 
0,7 .и : 0,016 м =  700 мм : 16 лш 








б) 0 ,3 : 0 ,0 2 5 = ?
Вопросы. 1) На сколько десятичных знаков 
запятая в делителе примера 4а? 2) На сколько дееят. знаков перене­
сена вправо запятая в делимом прим. 4 а? 3) На сколько дееят. зна­
ков перенесена вправо запятая в делителе прим. 5 а? 4) На сколько 
дееят. знаков перенесена вправо запятая в делимом прим. 5 а?
Выводы. 1) При делении десятичной на
производится так же, как с целыми чз
в остатке целое ч
о с раз­
ницей, что получившееся
есятые доли и сносят к ним
они есть; получившиеся в остатке доли
в сотые доли, и т. А'» при чем целая часть* частного
запятой от дробной части. <
2) При делении десятичной дроби на десятичную или целого
числа на десятичную 
в целое число, перенеся в нем для этого 
ний десятичный знак; затем переносят 






в делителе; и, наконец, производят деление, как в предыдущем
случае, на целое число.
Задачи.
1. прошелгородом и деревней 64,26 км. 
это расстояние в 15,3 часа. Сколько километров в среднем он
час? Ore. 4,2 км.
2. Рабочий получил 10,8 руб. за 6 дней работы по 8 часов в день.
Сколько рублей он получал в час? Отв. 0,225 руб.
3. Карат — единица веса, употребляемая при взвешивании 
драгоценных камней; он равен 0,2052 грамма. Сколько каратов
в бриллианте, весящем 0,7182 грамма? Отв. 3,5 карата.
4. Из одного килограмма муки получается 1,35 кг хлеба. Сколько
надо взять муки, чтобы выпечь 275,4 кг хлеба? Отв. 204 кг.
23. Обращение десятичной дроби в обыкновенную.
25
1. 1) 0,5 5 110 2 ; 2) 0,25
25 1
100 4 ’





2. 1) 0,8 =  ? 2) 0,75 ? 3) 3,08 =  ?
Вопрос. Как производится обращение десятичной дроби
в обыкновенную?
§ 24. Приближенное измерение и приближеннее деление.
I. Приближенное измерение.
ача 1. Измерить отрезок . 31) целыми еанти-
BD




8 см А Ъ  — 9 с м .
Черт. 31.
У к а з а н и е . Y 3 PJbJL
8 целых сантиметров, после чего остается остаток
укладывается 
С В , меньший
1 са m длинаIffilS
ОТ 8 см 1
отличается
А В  —  8 см,
меньше 1
80
Очевидно, что в то же время длина отрезка АВ  отличается 
от 9 см на длину BD, тоже меньшую 1 см. Поэтому, приняв 





с точностью до 1 см.
Таким образом, измерение длины 
метрами дает нам два числа: 8 см а 
вается приб лиоюенной длиной отрезка АВ с точностью до 1 см,
первая — с недостатком (так как 8 см <  АВ), вторая — с избытком 
(так как 9 см >  АВ).
Итак,
АВ —  9 см (с избытком)
АВ =  8 см (с недостатком)
На практике из этих двух значений длины о 
брать то значение, которое ближе к истинной 
(в нашем примере 9 см). Если же оС 
наково отличаются от истинной длины 
вторую — безразлично.
При приближенных измерениях очень важно знать 
измерения или погрешность измерения. Поэтому при прибл 





О К Е «Нз
its
^Задача 2; Измерить тот же отрезок АВ  с точностью 
[метра.
II. Приближенное деление.






















Если в нашем примере
7 :16 =  0,4
то частное 0,4 будет меньше истинного на отбро
шенную часть последнего, т.-е. на 0,0375,
же принять
7 : 16 = 0 ,5
то приближенное частное 0,5 будет больше истинного на 0,0625
мы видели, равна
т.-е. она меньше 0,1 (почему?); погрешность второго частного равна
(почему ?)
и  частные 0.4 каждое отличается от истин
ного частного меньше чем на ОД, называются приближенными 
тстиыми с точностью до 0,1, первое — с недостатком, второе
Вопрос. Какое из этих частных точнее выражает результат 
;еления и почему?
Если вычисление требует большей точности (т.-е. меньшей
частного), то можно принять
7 : 16 =  0,43 с недостатком 
7 :16 =  0,44 с избытком
с точностью 
до 0,01
1) Какова погрешность первого частного? 2) Какова 
погрешность второго частного? 3) Почему точность деления здесь
0,01? 4) Какое из приближенных частных точнее выражает 
деления и почему? 5) Найти в том же примере пря­
ные частные с точностью до 0,001.
2. частные от деления 3 : 16
с точностью до 0,1; с точностью до 0,01; с точностью до 0,001.
У к а з а н и я. 1) Когда деление не оканчивается, то достаточно вы­
писать несколько цифр частного и затем поставить ряд точек, нанр.:
, 7 : 17 =  0,41176 . . .










88 \  л
р., при точности 0,1 находим 2 десятичных знака час! 
точности 0,01— три знака, и т. д. Лишний знак части 
отбрасывается; он служит только для указания, какое 
приближенных' частных ближе подходит к истинному 
Призер 3. Разделить с точностью до 0,01:
а) 1 ,7 :3  =  ?
б) 2,4 : 11 = ?
Разделить с точностью до 0,001:
в) 17,63:0,9 =  ?
г) 0,5 :0,06 =  ?
§ 25. Обращение обыкновенной дроби в десятичную
Пример I. Обратить дроби: а)

























0,73 (с точн. до 0,01)








Вывод. Для обращения обыкновенной дроби в десятичную надо 
числитель данной дроби делить на ее знаменатель. Если это 
деление не оканчивается, то надо брать его
с точностью до 0,1 или до 0,01, и т . д,
§ 26. Среднее арифметическое.
Задача. Рабочий в течение 1923 года получал следующую
плату в червонных рублях:
. 11 руб. Май . 15 руб. Сентябрь. . 25 руб
.12 „ Июнь . . .17  „ Октябрь . .2 7  „
.14 „ Июль . . . 19 „ Ноябрь . .2 9  У
. 14 „ Август , . 20 у Декабрь . .3 0  ж
3*
лата рабочего1)
га весь 1923 год? <
/
Р е ш е н и е .
11 —J— 12 -j- 14 — 14 — 15 -j- 17 -f- 19 -f- 20 -f- 25 -j- 27 -J- 29 30) l 12
233 : 12 =  19,42 (с ТОЧНОСТЬЮ ДО 0,01)











заработная плата того ж©
за первую половину 1923 года? 
вторую половину 1923 года? 
дставить изменение заработной
этого раоочего его среднюю ме-
плату за 1923 год на
мим •  «•%
Яг
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У к а з а н и е . отрезок на чертеже 32
гредставляет величину заработной платы в соответствующий месяц, 
при чем условно принято, что отрезок 2 мм и з о б р а ж а е т  
1 рубль; расстояния между вертикальными отрезками нравны
между собою; концы вертикальных отрезков соединены прямыми
линиями. Средняя месячная плата за год изображается крайним 
слева вертикальным отрезком длиной 38,8 Штрих, прове­
денный от верхнего конца этого отрезка по всему чертежу слева 
направо везде на одинаковом расстоянии (38,8 лш) от нижней 
горизонтальной линии, наглядно указывает, в какие месяцы 
рабочий получал плату ниже средней годовой и в какие — выше ее.
5) Сделать такие же чертежи для первого полугодия ш
отдельно для второго полугодия 1923 года с той же или с другой 
условной величиной отрезков (напр., можно принять за 1 рубль-
отрезок 1 мм,
В ЗЯ Т Ь  5 мм).
а расстояние между вертикальными отрезками
нескольких азывается
1 деления суммы этих чж 
ер. Написать выражение 
рссл, не производя самых
а) 7,8,9,10. Р е ш е н и е :(7 -} -8 + 9 - |-1 0 ): 4, или 7 8 -|- 9 -4- 104
б) 12, 14, 17;
в) а, Ъ, c l  Р е ш е н и е :  (а-j-b-j-c): 3, или а 3
г) а, Ъ ,с ,
д) а, Ъ. Р е ш е н и е :  - .Т т.-е.2 полусумма чисел а Ь,
Задачи.
1. Среди 30 учащихся первой ых
курсов имеются:


















2. Н а отопление дома было израсходовано:









. 20 200 кг каменного угля
. 21500 
. 20 670 
. 23 220 












Каков был средний годичный расход утля за пятилетие? 
3. Пои трех взвешиваниях мелкого предмета на точных
были получены результаты:
1) 2,37 г, 2) 2,346 г, 3) 2,351 г.
измерениям
до 0,001 г)? Ore. 2,356 Г.
. Средняя погрешность результата измерения
или опыта.
1. При постройке железной дороги надо было возможно точ
ять расстояние между двумя станциями. Измерена 
сделано 3 раза. В первый раз измерение дало 22,106 км
21,876 км, в третий раз — 22,234 км.
елить
арифметическое результатов трех измерений) i 
погрешность всех
В е ш е н  не.
. *. ■ > - . _ ' ,
а) Средний результат. трех измерений равняется
















в) Средняя погрешность трех измерений равняется
• *
(0,034 +  0,196 +  0,162) : 3 =  0,392 : 3 =  0,131 (км)
с точностью до 0,001 км.






. 25,003 км 
. 24,738 „
. 24,813 „




1) Что называется процентом числа (см. § 21)? 
значит найти 0,01 числа? 0,03 числа? 0,37 числа? 




айти 27 % числа?
1. На участке железной дороги всего 236 паровозов; из 
15% находятся в ремонте. Сколько паровозов в ремонте? [Дроб­
ная часть ответа здесь должна быть отброшена (почему?).]
Отв. 35.
2. Кружка молока в 1914 году стоила 5 коп., а в 1922 году
кружки молока увеличилась иа 60%. Сколько 




1) Найти 23% числа 8.
2) 16% 39 12.
3) 8% 39 2,6.
4) „ 1,5% Ю 30,4.
5) 0,4% п 63.
6) „ 155 % п 260.
V  ,  .  •
4. 1% (или 0,01) неизвестного числа (х) равень 25. Чему равно
* . •»
неизвестное число?
Р е ш е н и е . неизвестное число 100%. Следова­
тельно: X —  25.100 =  2 500. 
Вопрос. Сравнить результаты
tim
, (или 0,01 
ное число. к а з а н  же. 1°0 X
равняются 
: 5 — 12;
Найт*
12 . 1 •)
43
а1) Сравнить результат с результатом деления
60 : 0,05 =  ?
2) Как по 0,01 числа найти все число?
3) 99 » 0,03 99 99 9 99 ?•
4) чп 99 0,25 99 99 ■ 99 97 ?•




99 99 99 •
6) п 99 7 > 99 Г» ГУ 99 ?
7) » 99 30 °/о » 99 99 99 •
Подобрать примеры на все эти вопросы н решить их.
6. В профессиональном союзе числится 6 153 безработных, 
составляет 3% всего .числа членов союза. Сколько всего чле­
нов в
% *
Р е ш е н и е .
1 -й  с п о с о б .  Если з % х  =  6 153, то 1°/о х  =  6 153 : 3 =  2 051,
У
X 100°/о х  =  2 051 • 100 =  205100.
Owe. 205 100 членов.
2-й способ. 3% =* 0,03, следовательно,
0,03 =  6153;
7.
а; =  6 153 : 0,03 =  205 100.* . * 
35 служащих одного учреждения были в течение года
при чем это сокращение составило 7% всего состава
Сколько служащих было в учреждении до сокра-
ть двумя способами.) . Отв. 500.





несколько своих задач такого же рода.
•• г
■ . : \
1.' ft) 5
0,
ж=* 16; найти х ,  
х  == 80; найти х .  
х  *=0,4; найти х .
♦У
к  а з десятичл
, Из 80 000 человек населения города выбыло за год 2 000 че­
ловек. Сколько цроцентов населения выбыло за год? 
Р е ш е н и е .
1-ый способ, а) Узнаем, какую часть всего населения города
«составляют
2 000: 80 000 140 0,025 (проверить!);
б) Выразим эту дробь в процентах:
0,025 =  2,5% (почему?).
Огв. 2,5%.
2-й способ, а) Узнаем, сколько процентов всего
составляет 1 человек: 80 000 человек составляют 100%;
»
1 человек составляет:
100% : 80 000 =  1% : 800 =  0,00125% 
б) 2 000 человек составляют:
0,00125% . 2 000 =  2,5% (проверить!).
11. В трудовой школе I ступени на 650 учащихся 




в процентах число мальчиков 
холе. (Вычислить с точностью до 0,1%.) .
Отв. 47,7%; 52,3%.
12. Определить процент погрешности каждого из трех 
ний и процент средней погрешности по отношению к среднему 
результату измерений в задаче 1 § 27, стр. 42.
У к а з а н и е  1. Вычисление процента погрешности 1-го изме*
шш я:
ость 1-го измерения равна 0,03 
результат измерения равен 2S 
погрешности 1-го измерения равен:
(0,034 : 22,072) . 100 =  0,0015.100 =  0,15%
У к а з а н и е  2. Процент погрешности называется 
ной погрешностью.
13. Проделать те же вычисления для задачи 2
точностью до 0,01%).
27.
14. Метр =  1,406 аршина 
1,4 аршина, то
в процентах по отношению к
ля простоты метр 
юсть. Выпазить ее
• 5|: метра в аршинах.
Р а б о т а  № 4.
ПЛОЩАДИ ФИГУР.
Наугольник. Квадрат. Площадь квадрата. Пло­
щадь прямоугольника. Таблица квадратных мер. Параллелограм 





У к а з а н и е .  Четыреугольник, у которого 













У к а з а н и я .  1) Одна из сторон прямоугольника, например
сторона называется его основанием; расстояние между осно­
ванием A D  ш противоположной стороной В С , равное стороне CD, 
называется высотой прямоугольника (чертеж 33).
2) Прямая А С , соединяющая две .противоположные вершины
жка, называется диагональю (черт. 34).
диагоналей можно провести в прямо- 
части диагональ А С  делит прямо- 
сторон имеет фигура А В С ?  фн- 
сторона у этих фигур общая? 5) Как
узнать, равны ли 
У к а з а н и е , фигуры считаются равными, если при на-
46
Для [черчения прямого угла употребляется прибор, называе­
мый наугольником (черт. 35).
У к а з а н и е .  Чтобы 4 начертить пря­
мой угол при точке С на прямой
{\черт. 36), прикладываем наугольник в 
положение I так, чтобы одна из сторон 
его, составляющих прямой угол, совпа­
дала с прямой А В .Затем продвигаем 
наугольник к точке О по прямой А В  до 
положения II, т.-е. до тех пор, пока ле­
вый край наугольника не совпадет с 
точкой G, и, наконец, проводим прямую 
по направлению СЕ. Тогда получим пря­
мой угод ЕСВ.
Упражнения. 1) При помощи науголь- Черг. 35.
ника начертить прямой угол на какой-нибудь прямой. 2) 
помощи наугольника на данной прямой начертить два смежных 
прямых угла. 3) При помощи наугольника измерить расстояние 
между равными сторонами прямоугольника. (Меняется ли рас­
стояние между этими сторонами при передвиже пт
Черт. 36.
У к а з а н и е  1. Расстояние точки от прямой есть длина
из точки напендикуляра, опущенного
У к а з а н и е  2. Две прямые, которые на всем своем протя­
жении находятся на расстояниях одна
ваются параллельными,
Вопрос. Какие стороны прямоугольник,а (черт. 33, стр. 46)
Упражнения. 1) При помощи наугольника начертить две па­
раллельные прямые. 2) При помощи наугольника начертить
прямоугольник. 3) При помощи науголь­
ника опустить перпендикуляр на прямую 
из точки, лежащей (вне этой прямой.
31.
У к а з а н и е .  Прямоугольник с равными 
сторонами называется квадратом (черт. 37).
Упражнения. 1) Начертить квадрат 
с помощью линейки и наугольника. 2) Про­
вести диагонали в начерченном квадрате, 
ли между собой основание и высота квадрата?)
. 37.
Ш
§ 32. Площадь квадрата.
У к а з а н и е .  Площадь квадрата, сторона которого равна
сантиметру и т. д., называется квадратным метром,





сколько в этой 
содержится квадратных 




метру, или 10 дециметрам,
драга равна ква- 








к а з  а дение 5 .5  короче 
5 (или пять в квадрате).
5 на
[ачи.
1. квадрата со стороною 7; со
®ою 8; со стороною а; со стороною Ъ.
2. Во сколько раз площадь квадрата со стороною в 6 см больше 
площади квадрата со стороною в 3 см?
3. Сравнить площади квадратов, имеющих стороны: а) 3 см и 
9 см; б) 5 а  и 10 см; в) 4 см и 12 см.
4. Во сколько раз увеличится площадь квадрата, если его 
Схорону увеличить в 2 раза? в 3 раза? в 4 раза? в 5 раз?
Вывод. Площадь квадрата со стороною а равняется а2, или ква­
драту с т о р о н ы .
X  -  ■ i •
Задачи.
1. Площадь квадрата равна 36 кв. см. Чему равна его сто­
рона? ( У к а з а н к е .  Так как 6 . 6  =  36, то сторона квадрата 
равна 6 см.)
2. Найти строну квадрата, имеющего площадь 49
•
64 кв. см; 100 кв. см; Л кв. см; а* кв. см; Ъ3 кв. см; с* кв.
m
3. Найти число, квадрат которого равен 9; 25; 81; 121; 144;
ш2; п%.
# " .
У к а з а н и е .  Слова „число, квадрат которого равен4 заменяют
знаком У  . Знак У  называете я ко
У 16 означает „число квадрат которого равен 16“, и читается так: 
корень квадратный из 16. Так как число, квадрат
равен 16, есть 4, то можно записать: |/Чб =  4.
v
4. Определить У9; У  25; 36; V^49; |Уб4
; У с2 .
5. Составить таблицу квадратов чисел от 1 до 31 
С. Определить при помощи составленной *  JL J
У2»Ь; У961; /6 2 5 ; ./57б"; 1^729; 1
7. сумму площадей двух квадратов, если их сто
роны равны 1) 3 см и 2 см; 2) 5 см и 4 см; 3) 10 см и 8 см; 4) он  Ь.
8. разность ■ <■ V
1.
9. Какие площади выражают записи:
Заа? 2 Ь2? 4с2?
33. Площадь
1)




4  Рабочая книга по математике* Ч. I.
4) Проверить, выражается ли площадь прямоугольника чис­
лом, полученным от умножения чисел, выражающих длины осно­




нами: а) 8 см и 4 см\ б) 12 см 
п 8 см', в) 15 см и 5 см\









- » /  см. <4-
Г) Черт. 39.












? 2,3 м 1,15 м
? 6,4 м 2,5 м
? ? 12,13 м 4,7 м








обозначим площадь прямоугольника буквой




Как выразить словами формулу (1)? 2) Как изме-
если, не изменяя его высоты, 
3 раза? уменьши м основание 
вменится площадь прямо-
увеличим высоту
У к а з а н и е .  1) Если какая-нибудь величина может изме­
няться, то она называется величиной переменной. 2) Если какая- 
нибудь величина изменяется в зависимости от другой вели­
чины, то первая величина называется зависимой переменной вели­
чиной, или  функцией% а вторая — независимой переменной вели­
чиной, или  аргументом.
У к а з а н и е .  Площадь прямоугольника есть функция его 
основания и его высоты. Площадь квадрата есть функция его 
стороны.
Мери линейные.





Метр = 10 дм Кв. М Z= 10 X  Ю =  102=  100 кв. дм (дм2)
100 см У) ъ == 100X  100 =  1002 =  
= 10 000 кв. см (см2).♦
-- 1000 мм » » “= 1000 X  1000 =  10002 =
= 1 000 000 кв. мм (мм2).
Декаметр =  10 мV . Кв. дек. == 10 X  10 == Ю2 =  100 кв.Ь(м?У
Кв. гект.=  100 X  ЮО =  1002
— 10 000 м  (ж2).
1000 X  1000=10002













7 X 7 =  72 
500 X  500
3 X  3 =  З2 =  9 кв. аршинам 
16Х16 =  162 
7X 7
* 12 X 12
Ю X  10 =  102 =  100 К В . линиям.
= 256 кв. вершкам. 
72 =  49 кв. футам.
122 =  144 КВ./
\
ill. Метрические меры для измерения
Ар (а) = юо =  кв. 
Гектар (га) — 100 арам (
IV.■»>




Черт. 40 iepi. 41.
На чертежах 40, 41
Черт. 42.
42 изображены три прямоугольника,
каждый площадью в одну десятину (в уменьшенном размере).% . • , • •
V. Сравнительная таблица метрических и русских кв. мер.




1 га =  0,915 десятины.
1 кв. арш.
1 кв. саж.
1 кв. верста =  1,138




У к а з а н и е .  Четыреугольник, у которого противоположные
параллельны, называется параллелограмом. (Черт. 43.)
все стороны равны, называетсяу которого
ромбом. (Черт. 44.)
е a
. 48. Черт. 44.
противоположные углы в параллело
сти д:
углы, прилежащие к каждой стороне.
от прямоугольника? г) Прове- 
в ромбе.
сторон шфаллелограма, например A D ,
основачивМу а перпендикуляр опущенный наосно
\ •
52
ваше из точки, лежащей на 




При помощи наугольника начертить параллело-
грам ABCD и провести его высоту 
Вопросы. 1) Ha­
ft
звать основание и 
высоту параллело­
грама ABCD(черт.


















S = b h
площадь параллелограма
ч .  < D
части параллелогра­
ма слева так, чтобы сторона CD совпала со стороной 
а точка D  с точкой А  (черт. 46). 
на черт. 46? 4) Какие элементы параллелограмма




основание буквой & и его вы-
(черт. 45).
Вопросы. 1) Как изменится площадь параллелограма, если, 
не изменяя его высоты, увеличим основание в 2 
уменьшим в 2 раза? в 3 раза? в 4 раза?
2) Как изменится площадь параллелограма, 
его основания увеличим высоту в 2 ваза? в 3
В 2
к а з а н и е .
м
его
вЗ адач а . Вычислить площадь параллелограмма, у которого 
основание равно 2 м> а высота равна 3 м.
§ 3 7 .  Площадь ромба.
Задачи .
1. При помощи наугольника провести высоту ромба (черт. 47).
2. Измерить площадь ромба (черт. 47).
3. Обозначив площадь ром­
ба буквой S, основание его— 
буквой Ъ и высоту — буквой 
написать формулу площади 
ромба.
4. Записать ту же формулу 
словами.
5. Сравнить ее с формулой2( 
Вопросы. Объяснить, по­
чему площадь ромба естьфунк-
Черт. 47. дня его основания?его высоты?
1. Вычислить площадь ромба, у  которого основание равно
10,2 ж, а высота равна 8,1 м.
2. Площадь ромба равна 21,28 кв  
делить высоту ромба.
м ; основание—5,6 м. Опре
Отв. 3,8 м.
§ 38. Треугольник. 5Г
У к а з а н и е .  Виды треугольников:
7, О с т р о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  (черт. 48).
П . Т у п о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  (черт. 49).
, 1) Сколько тупых углов в тупоугольном треуголь
н ,/Г





III. Р а в н о с т о р о н н и й  т р е у г о л ь н и к  (черт. 50).
Задача. Определить с помощью транспортира углы в равно­
стороннем треугольнике. '
•иг
IV . П р я м о у г о л ь н ы й  т р е у г о л ь н и к  (черт. 51).
У к а з а н и е .  В прямоугольном треугольнике (черт. 51) сто­
рона ВС, лежащая против прямого угла, называется гипот енузой. 







Вопросы. 1) Сколько прямых углов в прямоугольном трс 
угольнике.
2) Какая сторона в прямоугольном треугольнике на и 
большая и против какого угла она лежит?
V. Р а в н о б е д р е н н ы й  т р е у г о л ь н и к  (черт. 52).
Вопросы.
1) Какие сторойы в равнобедрен­
ном треугольнике равны? 2) Опре­
делить при помощи транспортира, 
какие углы в равнобедренном треу­
гольнике равны. 3) Измерить тран­
спортиром углы в каждом из тр-ков 
на черт. 43, 49, 50, 51, 52, и опре­
делить сумму у углов в каждом из 
этих тр-ков. Записать вывод: сумма 
у г л о в  т р е у г о л ь н и к а  р а в н а  2d  т.-е. 180*.
§ 39. Площадь треугольника.
У к а з а н и е .  Одна из сторон треугольника, Например АО 
(черт. 53), называется основанием, а перпендикуляр BD } опущен-
на основание из вершины противоположного угла, назы-
вается высотой.
I.
1. остроугольный и тупоугольный треугольники
и при помощи наугольника провести в каждом из них высоту.
2. Показать высоту в прямоугольном треугольнике натерт. 51.
остроугольный треугольник и провести в нем 
, принимая по очереди каждую сторону за основание* 
сделано на черт. 54.как
в
А в
Черт 53. Черт. 54.
4. На какие части диагональ АС  делит прямоугольник ABCD
В
5. Вырезать из бумаги прямо­
угольник, его по диаго­
нали и, наложив один из получен­
ных треугольников на другой, рас­
смотреть, равны ли эти треуголь­
ники.
а * V >*
V* /  . .




v гка n tju  составляет пло- 
щадь треугольника (черт. 55)? 
A BCD' сторона, AD  сторона
Вывод. П лощ адь прям оугольного  т реугольника р а вн а  п о ло ви н е
произведения  его катетов.
• • • • ■ * • * • • (.3)
1.
П. Задачи.
В треугольнике А В С  (черт. 53) проведена высота BD. 
Отрезок A D  =  b см, отрезок D C  —  2 см, высота B D  —  Ь см. Опре­
делить площадь А А В С .
2. Дан А А В С  (черт. 56), имеющий основание А С  и высоту 
BD . На его основании А С  построен прямоугольник A E F C  
с той же высотой BD . Сравнив 
площадь A A B D  с площадью 
прямоугольника A E B D  и пло­
щадь А В  DC  с площадью пря­
моугольника DBFC, показать, 
что площадь А А В С  равна поло­
вине площади
A E F C .
прямоугольника
Если обозначим АС — Ь B D
Черт. 56.
ч . .
h , то площадь прямоуголь-
Ыъ
ника A E F C  —  bh. Следовательно площадь А А В С  
вая площадь А А В С  буквой S , получим
2
I» #
Вывод. П лощ адь т реугольника равна  половине произведения  
основания на высоту.














? 3,4 м ' . 2,25 л*
?• 25,8 10,2




/ ’ * . • •. * .
С
• *• .  .







Вопросы. 1) Как изменится площадь треугольника, если, не 
сеняя его высоты, увеличим основание в 2 раза? в 3 .раза?
уменьшим в 2 раза 
щадь треугольника
в 2
в 4 раза? 2) Как изменится пло 
не изменяя его основания, увеличим 
раза? уменьшим высоту в 2 раза?
если,
высоту и раза ? в 3 
в 3 раза? в 4 раза?
У к а з а н и е .  Площадь треугольника есть функция его осно­
вания и его высоты.
III. З адач и .
1. Какое количество железа потребуется для перекрытая 
двухскатной крыши, если каждый скат представляет прямо­
угольник с основанием 9,1 м  и высотой 3,5 ле? На 1 кв. сажень
крыши идет 6 листов железа размером 1 арш. X 2 арш.• в ✓
Ore. 84 листа.
2. Какое количество извести потребуется для побелки зда­
ния, стены которого представляют два прямоугольника с осно-
5,5 м и да- квадрата со стороною 4,2 м, а площадь
двери равна 4 к в . м. На один квадратный метр иде* 0,63 и
извести
3.
Отв. 48,8 кг. -
%
количество железа потребуется для перекрытая 
крыши, площадь которой равна 4 площадям
треугольников с основанием в 6,5 м и высотой в 4,2 м 
На 1 кв. сажень крыши идет 5,33 листа железа.
* Отв. 64 листа.
4. Вычислить в метрических мерах площадь треугольника, 
основание которого ровно 4,36 гм, а расстояние его до противо­




имеет форму прямоугольного здания -* длиною 
ми шириною 15,5 м. Сколько нужно досок, длиною Щ4 м 
шириною 25 см  каждая, для настилки пола в пакгаузе?
Отв. 1 457.
& Участок земли имеет форму равностороннего треугольника
00 м. делить площадь участка, считая, что 
треугольника составляет 0,87 его стороны
Отв. 3 069,36 кв. м.
Р а б о т а  № 5.
ПРОСТЫЕ ДРОБИ.
Приведение дробей к общ ем у знам енателю . Сложение и вычи­
тание дробей . Умножение дробей . Деление дробей . Трапеция.
Площадь трапеции. Площадь всякого многоугольника.
§ 40. Приведение дробей к общему знаменателю.
Задачи.
1. Умножением числителя и знаменателя на одно и то же 
















3 3 4 8 6
У к а з а н и е  1. Преобразование дробе знаменате-[ с разным
лями в дроби с одинаковыми знаменателями 
нием дробей к общему знаменателю.
2. Два крестьянина привезли на рынок одинаковое коли-
*
чество картофеля. Один J 3  них продал — всего привезенного
8картофеля, а другой — всего привезенного им10
торый из них продал картофеля больше?
Ко-
3. Пароходное общество при перевозке груза взимает в од-
3ном случае по — коп. с пуда-20 **
версты. В каком случае фрахт
, а в д 1ругом— коп. с пуда-
/ О
4. Даны две дроби X4 \
1 
з * дставить эти дроби в одина­






У ** r-*f# ао ли представить те же дроби 





И4 6 Представить эти дроби в одина­
ковых долях единицы с знаменателем 24; с знаменателем 36; 
с знаменателем 48; и т. д. Можно ли представить те же дроби 
в одинаковых долях единицы с знаменателем меньшим 24?
У к а з а н и е  2. приведении дробей к общему знамена-
' • 7  • '  '  -
телю удобнее всего подыскивать наименьший общий знаменатель’
к а з а н и е  3. При приведении дробей к общему знамена­
телю надо подыскать наименьшее число, делящ ееся без остатка
на каждый из данных знаменателей; это число есть наименьший
s 1
общий знаменатель. Разделив его на каждый из данных знаме­
нателей, получим число, на которое надо умножить числитель 
и знаменатель соответствующей дроби и которое называется
м нож ит елем  эт ой дроби.





Р е ш е н и е .  Общий наименьший знаменатель равен 24.
тельный множитель l -й дроби равен 2 4 : 4  =  6
24 : 6 =  4
2.
■* ,
- » 99 2-И 99
,г » 99 3-Й 991
Следовательно, '■  -
г
■; 'у •'.. . ч . - - :
/ "- * • , • . - ' 3 3^ 1*8
4 ‘ 24
5 5^ 20
6* . - ’ 1. - • 24





99 24:8 =  3
\
41 и вычитание дробей.
Примеры.











В о п р о с ы .  1) Что сделано, при сложении и вычитании данных 
дробей, с их числителями?
2) Формулировать и записать .правило сложения и вычитания 
дробей с одинаковыми знаменателями.
3. Сложить дроби:










—  и 2 8 •
4 , з 7
~  8 -4- -  ' 8 8
1 —из 2
4 3 1
~  8 8 8*
/
Вопросы. 1) Чем отличаются примеры 3 и 4 от примеров 1 и 2?
2) Что прелюде всего следует делать при сложени 
дробей, имеющих разные знаменатели?
5. Сложить дроби: 5 2





6. Вычесть 3 23— из 55 7 •




4 “ : 5 12
1 7  _ : 7 ——.12 12
•
3 1 _- 5  105 5 35
— 21 _  4 Ц
35 * 25
1 9 6 8 —{— 9
21 21






+ 3 Г ’ 4) 4 4 2
3
5 ф - 
7 1 3 ; 2> 2 Б '2 4 * 8) 1
1
4 4*






11. Пешеход, прошел в первый день—-всего пути, во второй6
1 1де нь — , в третий день— —всего пути, после чего ему оста-
12
лось еще_пройти 60 километров. Сколько километров прошел
пешеход в первые три дня? Отв. 36 км.
1 1олова,— цинка, а осталь-2. В сплаве содержится по весу:—>v ID 3
12 кг.
* %
медь. Определить вес всего сплава, если вес меди равен
«
Отв. 20 кг.
§ 42. Умножение дробей.
1 м пеньковой веревк 3
*
« 2 .
стоит —  коп. Сколько
о






У к а з а н и е .  Так как для решения 1-го, 2-го и 3-го вопро-
<“i примера
з
8 коп. умножить на 2, на 3,
на 4 и так как сущность вопросов 4-го, 5-го, 6 го и 7-го ни
1-го, 2-го и 3-го, тоот сущности вопросов 
они также решаются умножением дроби—  на > соответствующие
8
, т.-е. 1 \
2
а 14 на
з зи на4 5 Но вместе с тем, по
смыслу вопросов 4-го, Ь-го, 6-го и 7-го, при реш еш щ  их при-
находить часть данного числа, а именно:
лЧ 1 3
4) —  ОТ2
1 3 , ч  3 3
ОТ— , 6) — ОТ— , 7)
















8 Я п п
3, 3
Т  *■ 8
■ *
чтобы
Вообще, умножить какое-виоудь число на дробь — значит найти 
часть этого числа, выражаемую этой дробью. Наоборот, 
найти часть данного числа, надо умножить это число на дробь, 
выражающую искомую часть..
V
Пример. У множить ~~ на .53
Re ш е н и е. 1  •  21 ) Т отТ
'
4 22) - f  о т 41 5 3
2
3 : 5 15 1
2
15 • 4 15 ’
или короче:
4 2— от —5 3
2_ j4
3 ‘ f5
2 • 4 8
3 - 5  15
Упражнения. 1) 3 55 7 ? 2)у
2 7 
5 ' 9 ? 3)
5 2
6 ’ 3 ? ‘ •'с?**
7Задача. - Длина прямоугольного поля (черт. 57) составляет —
а ширина 35 кл*. Опреде- - I ВА­
ЛИТЬ площадь поля, сосчитав 
клетки, из которых оно соста­
влено.
О т в . 4 ^  кв.. 4 0
Вывод. При умножении 
обыкновенных дробей надо 
перемножить их числители и 
знаменатели; первое произве­
дение будет числителем, а вто­
рое знаменателем результата.




производить умножение дробей, надо, сделать сокращение, если оно 
возможно, при чем можно сокращать каждый числитель с каждым
знаменателем.
Упражнения.
1. Произвести умножение дробей:
а)
5 4 
















произвести следующие умно-: 
женил:
а) 2 ■ f= ?  б) 7 • -®-=? в) |  ■ 4=?
3. Обратив смешанные числа 
в неправильные дроби, произ­
вести следующие умножения:
а) 1 1 24 3
Объяснить умножение дробей 34
?
. п 2 Л 4
В) 2 Т ’ 3 -5
?
2
3 на черт. 58.
§ 43. Деление дробей.
1. Разделить 4 - на 2.. 4
е ш е е. 34





ть решение на черт. 59. 
. 1) Во сколько раз умень-






[ые или одинаковые ре-
3ия: 1) — : 2 и4
!■ *
.. -У числа 2 и
е:
, 'V































3е-г- на 2? 
4
1,  т .-е . на —  *
.:.v" v
. Деление на какое-нибудь число можно заменить умно­
жением на обратное число.
t
Пример 2. Разделить 2 на з4







Пример 3. Разделить 2 зна




3 4 3 3




Вывод. Чтобы разделить какое угодно число на дробь, нужно 









1) 2 м  веревки стоят



















4 уу УУ УУ УУ УУ
9 *
32 УУ ТУ УУ ТУ ТУ
» 2
» *
У к а з а н и е .  Так как для решения 1-го примера нужно 34
разделить на 2, для решения 2-го примера нужно 1 1
8
разделить на 3, то тем же действием решаются







нужно разделить на —  (4-й пример). Но вместе с тем, по смыслу
примеров 3-го и 4-го, при решении их 
известное число по данной его части,
находить не-
а именно: в примере
2
3 х
1 \ з—j найти х) в примере 4) —  а;
4
9 > наити х.
5 Рабочая книга но математике, Ч. I.
65
Поэтому
1 2разделить н а—
9 3на
значит найти х, если 23
3
х 1






неизвестное число по данной его части, выражаемой этой
чтобы найти неизвестное число по данной его 
, надо эту данную часть разделить на дробь, выражающую
эту часть
Вопрос. Почему при делении числа на правильную дробь число
ув Л,
З а д а ч а . Крестьянская усадьба занимает-?-га, что составляет
4
5 всей его земли. Сколько земли у  крестьянина?
3Отв. 3— га.
5
8) — х  J 11
5. Н айти х. если 1) —  х
■ 7
19,








3 —  2
3 ■ 4







•1» (0,7:1,4) —  (0,1:0,25) . (3:1,5).
2
5























У к а з а н и я .  1) Четыреугольник, у которого только
воооложные стороны параллельны, называется
2) Параллельные 
стороны трапеции 
AD  и ВО называ­
ются ее основаниями.
3) Перпендику­
ляр, опущенный из 
какой - либо точки 
одного основания на 
другое основание, 
например СЕ, назы­







§ 45. Площадь трапеции.
Вопросы. 1) На какие две площади разбивает диагональ
площадь трапеции ABGD (черт. 61)?
2) Приняв за основание треугольника ACD прямую AD, по­
казать высоту этого треугольника.
3) Приняв за основание A-а АВО сторону ВС, провеет 
этого A-а и показать, что она равна высоте СЕ.
У к а з а %В'4 е. Пло
шадь
ABCD
т р  а




61),‘ #  АВСВ
если AD==1 см, ВО
щадь трапеции ABCD
иначе, площадь
7 -5  . 6 •5
2 2 2
6 с м  И










AD  буквой а, основание BG
буквой Ь, о и п; тогда площадь треугольника
а}г J)Jb
A C D  —  — , площадь треугольника АВС  — — . Площадь2
ah , IJi ahравна — 4-
2
hb (а 4— b) h
2 2
Вывод. Площадь трапеции равна произведению полусуммы 
оснований на высоту.
Если назовем площадь трапеции буквой 8 % то
(4)
Задача. Вычислить площадь трапеции, у которой одно осно­
вание а =  16®/4 м у другое основание Ъ— КР/глг, высота h =  зх/5 м.
г
46. Площадь всякого «ногоуголышка.
v
У к а з а н и е .  Для определения площади какого-нибудь че-




(черт. 62), надо провести одну из его 
А С . Тогда четыреугольник разобьется 
на два треугульника (указать, какие).
вопросы. 1) Как определить площадь 
каждого из этих треугольников?
2) Какую линию удобнее взять за ос­
нование обоих треугольников и почему?
3) Можно ли за основания треуголь-
С ников принимать какие-нибудь другие 
их стороны? Как тогда провести их 
высоты?
4) Как подобным же образом опреде­
лить илощадь пятиугольника? шести­
угольника?
5) Формулировать (выразить сло­
вами) и записать способ определения 
площади многоугольника.
Задачи.
для укладки 4 отко- 
равны 46,2 м  каждая,
расстояниенижние — 5о,ь м каждая, а
(трапеция). На 1 кв. м требуется по весу 31 кг  дерну, ик 
подвод понадобится для перевозки дерну, если на каждую по, 
класть по 400 к г ? Отв. 56 возов (с тонн, до 1).
2. Площадь поля, имеющего форму 
угольника, пересекается прямой межой
неправильного четыре- 
по диагонали, длина 
от межи до других вершинкоторой равна 1 км. 
равно 4 гм и 3 гм. Чему равна площадь поля? Отв. 35 кв. гм.
3. Деревня из 48 дворов и 234 едоков пользуется землей
Какой полевой надел земли приходится
7
в количестве 580,2 га.
в этой деревне на едока, если усадебный надел равен га ?.
Отв. 2,3 га.
4. О конечных станций ж. д. вышли два поезда.
2 2прошел — всего пути, а другой — всего пути, то между7 У




5. Что будет стоить паркетный пол в зале, которого длина
26— саж., а ширина 12,804 м, если кв. сажень паркета с3
гг 18 руб.? (1 саж. =  2,134 м). Отв. 720 руб.
46. Из килограмма ржаной муки получается 1 — кг  печеного
У




имеет вид трапеции, которой высота равняется 240 саж.
параллельных сторон равна 0,96 версты
сажен IIH5
По нолю провели 
рины перпендикулярно параллельным сто­
ронам, а остальную часть поля засеяли овсом. Сколько мер 
посеяно овса, если на посев десятины идет 18 мер? Отв. 423.
!Ш11вух кусков сукна было больше на 20 м, чем 
в другом. От первого куска отрезали 0,7 бывшего в нем количества
второго бывшего в нем количества метров, после
чего в обоих кусках осталось но одинаковому количеству метров.. 
Сколько метров было в каждом куске? Отв. 38; 18.
. • »
Р а б о т а  № в.
О С Е В А Я  С И М М Е Т Р И Я .
Симметрия. С войства оси сим м етрии. С войство биссектрисы  
угл а  при верш ине р авн ообедр ен н ого  треугольника. Основные 
задач и  на построение. Р авен ство треугольников. Свойства сто­
рон и углов треугольн и к а.
* * ч
§ 47. Понятие об осевой симметрии.
У к а з а н и е .  На черт. 63 изображены фигуры, из которых 
каждая симмет рично  расположена около прямой А В , называемой 
осью  симметрии. Особенность этих фигур состоит в
д


















48. Свойства оси симметрии.
У к а з а н и е  1. На черт. 64 взяты прямые линии из фиг. I, 
черт. 63.
Так как при перегибании этой фигуры на полоборота около 
оои симметрии АВ  точка С совмещается с Сх и точка D совме­
щается с Dx, то СМ =  СХМ и DN =  DXN. Следовательно, прямые, 
соединяющие пары симметричных точек, делятся осью сим­
метрии пополам. Так как, кроме того, при перегибании около 
оои АВ  угол АМС ■совмещается с углом АМСХ, то АМС 
— АМСХ. Но эти углы смежные, а равные смежные углы — 
прямые (см. § 6), следовательно, прямая перпендикулярна 
к оси симметрии АВ. Точно также прямая DDX перпендикулярна 
к оои симметрии АВ.
Упражнение. 1. Взяв каран-
А
с,;даш и две спички, поместить эти 
спички симметрично относи­
тельно карандаша в разных поло­
жениях.
2. Взяв карандаш и четное 
число перьев (напр., 4, 6, 8 
и т. д.), разместить половину 
перьев по одну сторону карандаша
п С





по другую сторону карандаша симметрично с первыми.
3. Нарисовать на клетчатой бумаге букву симметричную 
с печатной заглавной буквой Я относительно оси симметрии, 
параллельной вертикальной черте этой буквы.
4. Придумать еще несколько примеров фигур,
расположенных около оси.





1) В А 
С А
В А Х 
СА 1
DA =  В А 1 
EA =  E A t
FA  =  FAt 
GA — GA1
2) Любая точка оси MN находится на равных расстояниях
от точек А  и А х.
У к а з а н и е  2.
перпендикулярна к прямой А А Х. 
и т. д. называются в таком случае 





с  А  и с  А , и т.
Черт. 65.
Следовательно, равные наклонные имеют рав­
ные проекции, и, наоборот, если 
проекции двух наклонных равны, то 
и сами наклонные равны.
В ы воды . 1) Ось симметрии двух 
каких-нибудь точек перпендикулярна 
к прямой, проходящей через эти точки.
2) Она делит отрезок, соединяющий 
эти точки, пополам.
3) Все точки оси находятся на рав­
ных расстояниях от этих двух точек.
§ 43. Свойство биссектрисы угла 
при вершине равнебедренного тре­
угольника.
У к азан и е. 1) Прямая, делящая угол 
пополам, называется биссектрисой угла, 




Сколько биссектрис и сколько медиан можно пре-
m ке?
Проведя в равнобедрен­
ном треугольнике А В С  (черт. 66) 
биссектрису В В , показать перегиба­
нием треугольника ВВ С  на полобо- 




Б и с с е к т р и с а  у г л а  п р и
т р е у г о л ь н и к а  
о  т е м  е г о  м е д и а н о й
С
*  С  п р и  о с н о в а н и и
т р е у г о л ь н и к а  р а в н ы  м е ж д у  с о б о й .
1
задачи на построение
к а з а н е вычерчивание при по-
углов, фигурдь линий,
Задачи.
1. Даны две точки, А  и А х. Найти их ось симметрии.
Р е ш е н и е .  Из точек А  и  А х (черт. 67) растворением цир-
половины А А Х, проведем дуги, которые пере-
Прямая С В , на основании вывода 3
куля,
секутся в точках С ж В .
48, есть ось симметрии точек А  и так как точки С ж В , 
как равноудаленные от точек А  и лежат на оси симметрии 
этих точек.
Вопрос. Почему растворение циркуля нельзя взять равным 
половине А А Х? меньшим половины Попробуйте найти этим
способом точки С ж В  у себя в тетради.
2. Из данной точки О прямой В С  восставить к ней перпен­










Р е ш е н и е .  От данной точки отложим
Л С
равные отрезки О А  и О А х.
Из точек А  и А х одним и тем же растворением щ
большим половины отрезка А А Х, проведем две дуги, когорь: 
секутся в точке В . Точку пересечения дут соединим с точ­
кой О (черт. 68). Прямая О В  есть перпендикуляр к ВС. Почему? 
(См. § 48, вывод 1.)
Упражнение. Сделать это построение у себя в тетради.
3. Из данной точки В  опустить на прямую В С  пе т
куляр.
Р е ш е н и е . Из точки опишем такую дугу,
которая пересеклась бы с прямой ВС  в каких- 





А  и А х
проведем дуги в Точку В  соединим
>-V
I .
с точкой М пересечения дуг и прямую DM продолжим до пере­
сечения с прямой ВС (черт. 69).
Прямая 0D  есть перпендикуляр к прямой ВС. Почему?
(См. 48, вывод 1.)
)
Упражнение. Сделать это построение у себя в тетради.
4. К. данному отрезку ВС провести перпендикуляр через
разделить данный отрезок ВС пополам)его середину
1
Р е ш е н и е .  Из точек В ш С растворением циркуля, большим
половины ВС, опишем дуги, которые пересекутся в некоторых
D О
соедиЕ
Прямая DE есть перпендикуляр к  прямой ВС и делит пря- 
ВСпополам. Почему ? (См. 48, выводы 1 и 2.)
Сделатьэто построение у 
5. Разделить данный угол пополам (черт. 71).
в тетради
Р е ш е н и е .  Из вершины В  угла , как центра, произ­
вольным радиусом опишем дугу, которая засечет стооны угла
в некоторых точках D и JE.
Из точек и одним 
и тем же растворением цир­
куля, большим половины 
DE, опишем дуги, которые 
пересекутся вточкеЖ Точку 
соединим о вершиной 
угла В.
тупоугольном треугольниках
Так как BD  =  B E  и MD — ME, то ВЫ  есть ось сим­
метрии для точек D и Е, а потому при перегибании верх­
ней части фигуры (т.-е. угла ОВМ) около оси симметрии В М  
симметричные точки D и Е  совместятся, и угол СВМ  совме- 
стится с углом MBA; следовательно, ^(7Б Ж  =  M BA, т.-е. пря­
мая В М  делит данный угол АВС  пополам.
Упражнение. Начертите у себя в тетради произвольный угол 
и разделите его пополам.
6. В данных остроугольном 
провести вое три высоты.
7. В данном треугольнике построить все 
три его медианы.
8. В данном треугольнике построить 
все три его биссектрисы.
9. Но данной стороне а построить равно­
сторонний треугольник.
' i
Р е ш е н и е .  Иа концов данного от­
резка а (черт. 72) растворением циркуля, 
равным этому отрезку, проводим две дуги
ч"*
Черт. 72.
и точку их пересечения соединяем с концами данного отрезка. 
Полученная фигура будет равносторонний треугольник с данной
стороной а.
10. Построить треугольник со сторонами, 
а и Ъ, н  утлом между ними, равным углу с (черт. 73).
Р е ш е н и е .  Отложим отрезок АС, равный отрезку Ъ (черт. 74)
При точке А  построим угол А, равный 














Р е ш е н и е .  Отложим отрезок- равный отрезку а; при 
точке А  построим угол А , равный углу с, и при точке С построим 
угол С, равный углу Ь. Стороны углов А  и С продолжим до пере­
сечения в точке В (черт. 76).
Черт. 75. Черт. 76.
12. Построить треугольник по трем данным сторонам. 
Р е ш е н и е .  Отложим отрезок А С , равный отрезку а. Раство-




и растворением циркуля, равным отрезку из точки С проведем
пересечения этих дуг с точ-
а А  и С (черт. 77).
13. равнобедренный
а треугольник по основанию и высоте.
Р е ш е н и е .  Пусть данное осно­
вание равно отрезку а и данная 
высота отрезку Ъ. Взяв произволь­
ную прямую MN (черт. 78) и
па ней 
отложим 







CD для точек А  и В  (см. задачу 1). 
ЭТОЙ оси отложим от точки D
отрезок D C  = b и его конец О соединим с точками А  ж В . 
По свойству оси симметрии А С = С В , и, следовательно, тре­
угольник ^ О Б — равнобедренный с данным основанием и данной 
высотой.
Упражнения. 1) Построить равнобедренный треугольник по дан­
ному основанию и данной боковой стороне.
2) Построить прямоугольный треугольник по данным катетам.
3) Построить прямоугольный треугольник по катету и острому 
углу.
4) Построить прямоугольный треугольник по гипотенузе и 
острому углу.
5) Построить прямоугольный треугольник по катету и гипо­
тенузе.
6) Построить равнобедренный треугольник: а) по высоте и 
боковой стороне; б) по углу при основании и боковой стороне;
в) по углу при вершине и высоте.
7) Построить и.очку, симметричную данной точке относительно 
данной оси.
8) Построить треугольник, симметричный данному треуголь­
нику относительно данной оси.
9) Построить параллелограм, симметричный данному паралле- 
дограму относительно данной оси.
10) Построить трапецию, симметричную данной трапеции отно­
сительно данной оси.
51. Равенство треугольников.
Два треугольника называются равными, если при наложении 
они совмещаются. На черт. 79 даны два равных треугольника 
А В С  и Л -В Д .
j С А»
Черт. 79.
У к а з а н и е .  В равных 
против равных углов, равны, а в
/ _ А  —  / _ А Х и В С  =  В ХСХ;






A O  =  A i Cl ;
77
Первый признак равенства треугольников.
* '
___ ✓
На черт. 80 даны два треугольника, у которых
ЛВ =  Л 1В 1, АС  и /_ А — £_ А
Наложив мысленно А ЛВС7 на д  так, чтобы £  JL сов­
пал о / . i j H  сторона .4.В со стороной А хВ и  показать, что эти 




Выво Д в а
за к лю ч е н н ы й
т реугольника  равны , 
меж ду н и м и , одного
е с л и  две стороны и  угол,
т реугольника  соответственно
равны  д вум  сторонам и  у г л у ,  за к лю ч е н н о м у  меж ду ним и , другого  
т реугольника  (первый признак равенства треугольников).
е
Второй признак равенства треугольников.
черт. 81 даны два треугольника, у которых
A O  =  A iG v  J _ A  =  L A i и  L . C  =  L g v
v
Наложив А А В С  на A так, чтобы точка
i и сторона А С  совпала со стороной А ХСХ, п
совпала




Вывод. Два треугольника равны, если два у гл а  и  прилеж ащ ая  
к  ним  сторона одного треугольника соответственно равны д вум  
углам  и прилежащей стороне другого треугольника (второй признак 
равенства треугольников).
Третий признак равенства треугольников.
На черт. 82 даны два треугольника, у которых стороны
А В  =  А 1В 1, А С  =  А 1С1 и ВС  =  В 1С1.
1) Приложим А А гВ гСг к А  А В С  (черт. 83) так, чтобы точка А* 
совпала с точкой А  и сторона А хСг со стороной АС; из'чертежа 
видно, что точка А  находится на равных расстояниях от точек 
В  и В х и точка С  
от точек В  и В х. Следовательно
также расстояниях
для точек В  и В х.
2) Показать, что треугольники 
и АгВгС!равны.
Вывод. Д ва  т реугольника равны , если  
три стороны одного соответственно равны  
трем сторонам другого т реугольника  (тре­
тий признак равенства треугольников).
Упражнение. Показать, что два пря­
моугольных треугольника равны, если 
они имеют: 1) равные гипотенузы







У к а з а н и е  1. В разностороннем треугольнике против ббль- 
шего угла лежит большая сторона, и, обратно, против большей
лежит больший /'
У к а з а н и е  2. И з'чертежа 84 видно, что
А В - \ - В С > А С ,





т.-е. сума: д в у х  сторон т реугольника  больш е его третьей стороны.
У к а з а н и е  3. Записи (1), (2) и (3) называются неравен '
Черт. 84.
Отняв от левой и правой части неравенства (1) по
A B - \~ B G  >  A G  
А В  — А В
В С  >  A G  — А £
одна сторона треугольника больше разности двух других 
*сторон.
' Упражнение. Попробуйте построить треугольник по трем 
сторонам:
1) 2 СМ, 4 СМ
2) 5 С М ,  7 СМ
«»• . . .  ‘ • • .  . •
8 с 
12 см.
Р а б о т а  № 7
О Б Ъ Е М Ы .
Куб. М етрические меры объема. Прямоугольный п ар ал л ел еп и п ед  
и его объем* Прямой и наклонны й параллелепипеды . П ризмы . 
Пирамиды. Зависимость м еж ду  объемом и весом тела.
§ 53. Куб и метрические меры объема.
*
На чертеже 85 изображен куб: Плоские стенки куба называются 
его граням и. Отрезки А В , ВС, CD, A D , А Н  и т. д. 
ребрами куба. '
Вопросы . 1) Сколько граней в кубе?
3) Равны ли они между собою?
5) Могут ли быть в одном 
кубе ребра разной длины?
6) Прочесть все грани и 
ребра куба (черт. 85).
У к а з а н и я .  1) Куб,
Л
2) Какой о] 
4) Сколько
Л С
которого равно одному 
метру, называется к уб и ч е ­
ским  метром. Куб, ребро 
которого равно одному деци­
метру, называется к уб и ч е ­
ским дециметром и т. д.
2) Определить объем дан­
ного предмета или тела 
значит узнать, сколько ку- } i  
бических метров или куби­
ческих дециметров и т. д. 




метров и т. д. занимает
ГЧШ1Ш ШУ
ш
6 Рабочая книга по математике. Ч. L
- ^
З адач а . Начертить кубический дециметр, разбить его на ку-
» ’ ' l - N
бические сантиметры и сосчитать, сколько куб. сантиметров 
содержится в куб. дециметре.
Отв. 1 000
В опросы .














.ециметров в куб. метре нужно
производить




короче обозначается 10s, так. что 
10* читают «10 в тюетьей степени».
а .а  .а а степени
прос. Почему третья степень 
Вообще единичное отношет кубических мер равно еди­
ничному отношению линейных мер тех же наименований
в стелен]
З а да ч и .
1. Определить объем куба со стороною 2 см; 3 см; 5 см.
2. Составить таблицу кубов чисел от 1 до 16.
3. Определить, пользуясь этой таблицей, чему равно
*; 216 см3; 512 см3;
ребро




5. Как увеличится объем куба, если ребро его увеличится
В 2 В 5 раз?
Определить сумму объемов двух кубов, если





а  • ■






гЛ но данным преды
записи: 2а*? 3 4с*?
§ 54. Прямоугольный параллелепипед.
На чертеже 86 изображена форма объема, называемая прямо­
угольным параллелепипедом.
Прямоугольный параллеле­
пипед отличается тем, что в< е 
его грани прямоугольники. 
В частности некоторые грани 
могут быть квадратами.
Вопросы. 1) Указать сход­
ство и различие между парал­








(черт. 86) обыкновенно назы­
вают верхним и нижним осно­
ваниями параллелепипеда, дру­
гие грани называют боковыми.
Расстояние между основа-
s.
ниями, которое в этом случае равно длине бокового ребра, назы-
. >
вается высотой параллелепипеда.
§ 55. Объем прямоугольного параллелепипеда.
Положим, что основания прямоугольного параллелепипеда — 
квадраты (черт. 87) со стороной, равной 1 см, а высота его или, 
что все равно, боковое ребро равно 3 см. Как видно из чертежа,
объем этого параллелепипеда 
равен 3 см3.
Выводы. 1) Сколько к у б и ­
ческих сантиметров содержит 
прямоугольный параллелепи­
пед с такими же квадратными 
основаниями, если его боковое 
ребро равно 5 см? 1
2) Сколько кубических сан­
тиметров содержит г прямо-
с та- 
осно-Черт. 87. Черт. 88. кими же
ваниями, если его боковое ребро равно 20 см? 76 см? 8 дм?
в* / •. • s.'
. . • У-л‘
3) Какое изменение произойдет с объемом такото параллеле
пиледа, если его высота увеличится
2
два раза, три раза
и т. дл
Задача. Определить объем прямоугольного параллелепипеда 
с прямоугольным основанием, площадь которого содержит 2 сж 
(черт. 88), а высота — такая же, как в предыдущем случае
(черт. 87), — равна 3 см.
Вопросы. 1) Во сколько раз площадь основания этого па­
раллелепипеда больше площади основания параллелепипеда 
изображенного на черт. 87?
2) Во сколько раз объем этого параллелепипеда (черт. 88) 
больше объема предыдущего (черт. 87)?
3) Какое изменение произойдет с объемом параллелепипеда 
88), если площадь его основания увеличить в два, три
и т. д. раз?
4) Во сколько раз объем прямоугольного параллелепипеда, 
имеющего высоту з с и  стороны основания 3 см и 4 см, больше 
объема данного параллелепипеда (черт. 88)?
5) Вычислить объем этого нового параллелепипеда.
6) Какие числа надо перемножить, чтобы получить число, 
выражающее объем этого параллелепипеда? Что эти числа выра-
?
7) В каких единицах выражается объем параллелели-
пег \
Вывод. Объем прямоугольного параллелепипеда выражается 
числом, равным произведению числа, выражающего площадь его 
основания, на число, выражающее длину его высоты.
Для краткости этот вывод формулируется так: объем прямо­
угольного параллелепипеда равен произведению площади его осно­
вания на высоту. В дальнейшем будем пользоваться такой краткой
в площадь основания прямоугольного параллелепипеда 
В, высоту через h, объем — V, получим
V — B ■ h - • (5)
к а з а ни  е. параллелепипеда есть функция площади
объем параллелепипеда 
если увеличить одновременно площадь его основания в два раза
Параллелепипед, отличающийся от прямоугольного только 
тем, что основания его параллелограмм, называется прямым 
параллелепипедом.
Отрезав часть от прямого параллелепипеда (черт. 89) по вы­
сотам оснований его ВК  и EL  и приложив ее с противополож­
ной стороны, как  указано на чертеже 90, получим прямоугольный 
параллелепипед, площадь основания которого равна площади осно­
вания прямого параллелепипеда; поэтому объем прямого паралле­
лепипеда равен произведению площади его основания на высоту.
Параллелепипед, у которого кроме оснований и другие грани 
параллелограмм, называется наклонным параллелепипедом.








Объем такого параллелепипеда также равен произведению 
площади его основания на высоту.
Вообще, объем всякого параллелепипеда 
площади его основания на высоту.
✓ S ■ .
Задачи.
1. Определить объем прямоугольного параллелепипеда, сто­
роны основания которого суть 
1,5 СМ.
равна
2. Сколько кубических метров земли нужно вынуть для углу
бления колодца на 15® 
колодца равна 3®/4 кв. ?
если
’о параллелепипеда, 
ж за выемку 1 к у б  
4. ~
*
вырыть пруд, имеющий форму прямоутоль 
18 м длины, 10 мширины и 5 глубины
м платят 50 коп.? Отв. 450 руб.
содержание воздуха в комнате, длиною в 5,2 м
и шириною в 3,4 м, равняется 61,88 куб .
комнаты.





лелепипеда есть ромб, которого диагонали 
Его объем равен 315 куб . дм. Определить 






6. Из железного листа 
2 м X 1 м вырезали по 
равные квадраты с стороной 
каждый и из оставшейся части 
жили открытую коробку (черт. 
Определить емкость этой коробки,
Черт. 91.
IMS
Отв. 192 куб. дм.
Вопросы. Увеличится или умень- 
гтся емкость коробки, если вырезать квадраты со стороной 3 б л? 
со стороной 1 дм? В каком из этих случаев получается коробка 
наибольшей емкости?
7. имеет размеры 8 ^ Х б к Х 4 л .  В ней три окна, 
каждое 1 х/2 л X 2 м, и две двери, размером каждая 
Сколько нужно кусков обоев для оклейки комнаты,2 м  X 23/4 м . 
если каждый кусок имеет размеры 1 м X 6 м? Отв. 302/8 куска.
кг  краски потребуется, чтобы окрасить 100 балок,
зямоугольного параллелепипеда с квадратным 
основанием, сторона которого 1,75 дм\ длина каждой балки 4 м. 
На один кв. м окрашиваемой поверхности идет 0,125 кг  краски.
Отв. 35 кг.
§ 57. Призмы.
параллелепипед (черт. 92) по диагоналям его осно-
получнм два совершенно одинаковых тела 
из этих тел называется призмой. Основания 
ртах призм треугольники. Такие призмы называются
1. Пусть площадь EFG H  основания параллелепипеда (черт. 92)
равна 8 кв, см, а  высота его равна 5 равен объем данного
объем треугольной призы ы  1BDEEG  (черт. 93)? 
площадь основания этой треугольной призмы? 
высота этой треугольной призмы? 
реугольной призмы равен произведению площади




Обозначив площадь основания при 
объем — V, получим
Черт. 93.
через В, высоту — и,
У к а з а н и е .  Если высота призмы равна
то такая призма называется прямой.
Задачи.
призмы вычислить ее объем
и ее боковую поверхность.
( У к а з а н и е .  Боковой поверхностью призмы называется сумма 
площадей ее боковых граней).
2. Чему равна площадь основания треугольной призмы, если 
объем ее =  64 куб. см, а высота 1 дм 6
П р и м е ч а н и е .  Призмы бывают еще четыреугольные, пяти
й.Шугольные и т. д., в зависимости от
Вопросы. 1) Какая четыреугольная призма называется паралле-
2) На чертеже 94 изображена пятиугольная призма. Какую 
форму имеют ее боковые грани?
С
3) Назвать их.
4) Сколько всех робер в призме (черт. 94)?
5) Какие ребра равны между собою?
/3 6) Какие грани во всякой призме
равны между собою?
7) Как эти грани называются?
A  S '  ^ 8 )  Разрезав пятиугольную призму
(черт. 94) по диагоналям оснований
BE, В и BD, B 'D ', получим три 
треугольные призмы, обозначенные на 
чертеже римскими цифрами I, II, III. 
Указать основания и боковые грани
I призмы, основания и боковые грани
II призмы, основания и боковые грани
III призмы.
9) Пусть высота пятиугольно
д  < /  призмы, или, что все равно, расстоя­
ние между ее основаниями равно 
5 см. Чему равны высоты полученных 
трех призм?
10) Пусть площадь основания 
I треугольной призмы равна 3 кв.см,




площадь основания III треугольной призмы равна 2 см.
на площадь основания всей пятиугольной призмы? 
равен объем I призмы, объем II призмы, объем
данной пятиугольной
призм можно получить вытеука- 
шестиугольной, восьмиугольной и т. д.
по;
У в  а з а ние .
вся к о й  м н о го уго льно й  призм ы  'равен произве- 
о сн о ва н и я  на  высоту.




У к а з а н и е  1. На чертеже 95 изображена форма объема* 
называемая пирамидой. Грань ABO D E  называется основанием 
пирамиды, другие грани называютя 
боковыми. (Назвать их). Основание 
этой пирамиды имеет форму пяти- 
угольника, но вообще основание пи­
рамиды может иметь форму тре­
угольника, четыреугольника и т. д.;






имеют форму треугольников, схо­
дящихся в одной точке, называемой
вершины пирамиды.
Расстояние SO от вершины пи­
рамиды до ее основания (черт. 95) Л  
называется высотой пирамиды.
У к а з а н и е  2. Взяв модели 
призмы и пирамиды с равными 
основаниями и высотами, путем 
взвешивания, или наполняя их
С
Черт. 95.
песком, если они полые, — можно установить, что объем такой 
пирамиды в три раза меньше объема призмы, имеющей то же 
основание и ту же высоту.
Вы вод. Объем пирам иды  равен  одной трети п р о и звед ен и я  п л о ­
щ ади ее основания  на  высоту.
. . S
Обозначив площадь основания пирамиды через , высоту 
через h,объем — V , получим
Задачи.
(7)
1. Взять модель пирамиды и вычислить ее объем, боковую





Определить высоту пирамиды, площадь основания которой
равна 35,4 кв. см,а объем равен 53,1. см.
\
как и х  единицах вы рази тся высота этой пирамиды?
3. Чугунную пирамиду равной 7,5 д требуется
перелить в форму призмы с таким же основанием. Какова будет 
высота призмы?
У к а з а н и е  3. Общее свойство всех рассмотренных выше
тел состоит в том, что в 
или гранями. Они относ, 
ваемых многогранниками.
они ограничены плоскими стенками, 




Метрическая система мер веса.
емом и весом тел существует прямая пропорцио­
нальная зависимость, т.-е. если имеются два тела из одного и того же
%
вещества, и вес одного тела в два, три и т. д. раз больше веса 
другого тела, то объем первого тела в два, три и т. д. раз больше 
объема второго тела.
Задача. Кусок железа весом в один кг имеет объем равный 
приблизительно 128 куб. см. Определить объем куска железа 
весом в 7х/2 кг.
У к а з а н и е  1. Для измерения веса тел в метрической системе 
за единицу веса принимают вес одного кубического сантиметра 
чистой холодной воды, который называется граммом.






1 гектограмму (гг) 
1 килограмму (кг) 





1 т  — 61,048“ пуд.
1 зол. 4,266 г
1 ф ун т.=  0,409 к г
1 пуд. 16,380 кг
1. емкость которого составляет 8 к уб . дм, наполнен 





Чан наполнен водою, которая весит 18 кг. Определить
емкость
Ту же задачу 
У к а з а l  i  e 2.
вес воды
щество что в метр
зеса имеет то преиму- 
системе установлена
связь между мерами веса и мерами объема. 'Для каждого вещества 
существует число, показывающее, сколько весит единица объема 
данною вещества, например, один куб. см железа весит 7,84 ,
т меди Число 7,84 называется
железа вес меди. (Чему равен
удельный вес
определения объема тела по его весу
удельному весу достаточно разделить число, выражающее его 
вес, на число, (выражающее его удельный вес, при чем, если вес 
тела выражен в граммах, то объем его выразится в куб. санти­
метрах, если же вес тела выражен в килограммах, то объем 
его выразится в куб. дециметрах. Например, объем куска железа
2весом в 2 кг равен - -
Обозначив вес тела через Р, удельный вес его d, объем 
его — V, получим





р = = Vd
(8)
(8а)
8а.Вопрос. Выразить словами и записать формулы 8 и 
У к а з а н и е .  Объем тела есть функция его веса, а вес есть 
'функция ею объема.
Задачи.




Ту же задачу решить, если столб будет меднь: 
меди — 8,93). Ore. 0 ,и з




основанием, сторона которого равна 1 дм.




здания вырыта яма, 
форму прямо-
параллелепипеда, 
размером 28,2 X 10,5 X 1,8 
(метров). Выемка, уборка и 
перевозка грунта 
в среднем по 1,5 руб. с воза.
Черт. 96.
уплачено подрядчику
аа земляные работы, если 1 куб. м грунта в среднем весил 2 г, 
а средняя нагрузка воза составляла 0,5
Г Отв. 3 197,88 руб.
4. При прокладке железнодорожного пути пришлось сделать 
выемку формы, показанной на чертеже 96. Сколько куб. метров 
земли было вынуто, если длина выемки равнялась 102,5 м, ширина 
выемки вверху — 30,4 м, ширина внизу— 12 м, средняя глубина
выемки — 7,5 ж? Отв. 16 297,5 куб.
5. Камень, погруженный в воду, потерял в своем весе, 1,5 кг. 
Определить объем камня. (У к а з а н и е. Всякое тело при погру­
жении в жидкость теряет в своем весе столько, сколько весит 
вытесненная им жидкость. Это положение называется законом 
Архимеда.) Отв. 1,5 куб. дм.
6. Определить 
если пирам ида 
3,6 кв. дм.
вес железной пирамиды, погруженной в воду, 
имеет высоту 2,3 дм и площадь основания 
Отв. 18,878 кг (с точностью до 0,001 кг). 
Определить объем треугольной пирамиды, у которой высота 
5,2 дм, а основанием служит прямоугольный треугольник,
гмеющий катеты 1,5 дм и 2 дм. Отв. 2,6 куб. дм.
/• -  -  - —
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Р а б о т а  №  8.
ЗАКО Н Ы  АРИ Ф М ЕТИ ЧЕСКИ Х ДЕЙ СТВИ Й .
Б уквенны е (алгебраические) вы раж ения. К оэф ф ициент. Степень. 
Основные свойства четырех ариф м етических действий. Р ав ен ­
ство. Тож дество. Уравнение. Задачи  на составление уравнений
с одним неизвестны м первой степени.
§ 60. Буквенные алгебраические выражения.
У к а з а н и е .  Если требуется обозначить сложение двух каких- 
нибудь чисел, при чем сами эти числа не указаны, то это обозна­
чение можно записать так:
«первое число» +  «второе число».
Но такая запись была бы слишком длинной и неудобной, 
вместо слов «первое число», можно написать какую- 
например, а; вместо слов «второе число», можно написать 
нибудь другую букву, например, Ъ. Тогда сложение двух 
нибудь чисел будет иметь следующее обозначение:
а ~\~
f
Так как а означает какое-нибудь число и Ъ означает какое-нибудь
другое число, но каковы именно эти числа — неизвестно, то сло­
жение таких чисел мы можем только обозначить запита ю -j- 
но не можем его выполнить, т.-е. не можем указглъ, чему 
равно а + Ъ,как в арифметике, где, написав сумму каких-нибудь
чисел 5 +  8, мы можем затем ее и высчитать: 5 +  18 
В алгебре обозначение действия сложения







в алгебре означает, что числа и Ъ надо сложить, и вместе 
с тем та же запись означает, что от сложения чисел и полу­
чается сумма а +  Ъ.
• \
Упражнения.
1) Обозначить разность каких-нибудь двух чисел.
2) Обозначить сумму каких-нибудь Дрех чисел; четырех
чисел.
Обозначить произведение чисел; трех чисел; четырех
чисел. (У к а з а н и е. Знак умножения между буквами про­
пускается аЪ).
4) Обозначить знаком деления и знаком дроби частное от де­
ления двух чисел.




1. Обозначить сумму двух одинаковых слагаемых; трех;
2. Как можно обозначить эти суммы короче?
3. Написать выражения За, 5х, 4у  в виде сумм одинаковых 
слагаемых.
4. Написать сокращенно суммы
а) а Ъ а Ъ а Ъ , б) abc -f- аЪс -{- abc -f- dbc.
суммы одинаковых сла-Написать выражен
6. У к а з а н и е .  Числа 3, 2, 5, 4 и т. д. в предыдущих при­
мерах, написанные впереди букв, суть коэффициенты (см. § 3).
§ 62. Степень.
Задача. Обозначить произведение двух каких-нибудь одина
У к а з а н и е ,  
жение ааа короче
значается а т. f-v
а короче обозначается а \  Выра- 
аК Выражение аааа короче обо-
или такое произведение, 
называется :
выражение Щ,или а2, называется второю степенью числа а, иди
/
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1кваоратом числа а; выражение ааа, или называется третьеш 
■тепенью числа а, или кубом  числа а; выражение аааа, или а*, 
называется четвертою степенью  числа и т. д. Само число а  
; I ри этом называется основанием  степени, числа же 2, 3, 4 и т. д., 
доказывающие, сколько раз основание повторяется множителем, 
показываются показат елям и степени.
Вопрос. Почему вторая степень числа называется иначе 
квадратом числа? третья степень числа — кубом этого числа?' 
(См. § 32 и § 53.)
Упражнения.
1. Вычислить степени
72; 202; 2 ' ; (0,2)2; З3; 53; 203; {-^ ) I (0,4)3.3 2
2. Вычислить;
1) сумму квадратов чисел 5 и 3;
( Р е ш е н и е :  52 +  З2 =  25 +  9 =  34.)
2) разность квадратов тех же чисел;
3) сумму квадратов чисел 4 и 2; 
разность' квадратов чисел 4 и 2;
4) сумму кубов чисел 5 и 3; 
разность кубов тех же чисел.
3. Вычислить:
чисел
( Р е ш е н и е :  (5 +  3) 8 64.)
2)
3)




1) удвоенное произведение чисел 5 и 3;
утроенное произведение тех же чисел;
утроенное произведение квадрата первого числа на второе;
утроенное произведение первого числа на квадрат второго
• *» * w
V.
2) произведение суммы чисел 5 и 3 на разность тех же чисел.
5. Даны два числа: а и Ъ. Обозначить:








9) произведение суммы на 
назность.
§  63. Основные свойства четырех арифметических
действий.




1. Проверить равенство: 4 +  3 =  3 +  4.
2. Чем отличается вторая часть предыдущего равенства от пер­
вой части?
3. На черт. 97 произведено сложение отрезков и сначала 




ли сумма отрезков а +  bсумме тех же отрезков b +  с?
И1циркулем или масштабом самые отрезки а и Ъ и 
а +  b и b +  а). ' у
4. Проверить равенство: 4 +  3 +  2 =  2 +  4 4 -3 .
5. Чем отличается вторая часть равенства от первой части?
на черт. 98 аналогичное равенство
а —|— Ъ “|- с === с ~|— сь ~|— b
можно переставить слагаемые в равенствахеще
задач 4 и 6?
8. Выразить словесно (ф орм улироват ь) перемест ит ельны й закон
V
слож ения  или, что то же, переместительное свойство сум м ы .
9. Применить этот Закон к  упрощению устного вычисления 
суммы на нескольких примерах.
Пример. 75 +  239 +. 125 =  75 +  125 *+• 239 200 +  239 =  439.
N
ф  . - С  ---- Л ------------_
С + a - t  в
Черт. 98.
81. Сочетательный закон слож ения, или сочетальное
свойство суммы
Задачи. 
1. равенство: 4 +  (з +  2) =  4 4- 3 +’2.
2. Чем отличается порядок действий в первой части равенства
«
от порядка действий во второй части
) Л -
3. На черт. 99 произведено сначала сложение отрезка а с суммой 
отрезков Ъ +  с, а затем сложение отрезков а, Ъ и с.
~ - "  Ct
♦
- - а  + (6*с  >
^  ____________ ___ - rS
Черт. 99.
/ * •  ■
Проверить измерением, равны ли результаты сложен] ж в обоих
случаях.
4. Произвести различные группировки слагаемых
в сумме
7 Рабочая книга по математике* Ч. I*
Вывод. Сумма нескольких слагаемых не изменится, если ела-
каждой
отдельно
III. Зави си м ость  м еж д у  данны м и и искомыми
в сложении и вы читании.
П римеры .
1) 5 +  3 =  8,
откуда
5 =  8 — 3, 
3 =  8 — 5.




Задача. Формулировать словесно и записать зависимость м еж д у  
данными и искомыми сложения (т .-е . между слагаемыми и сум м ой). 
П рим еры .
1) 9 — 6
откуда
2) 15 — 8 
откуда
3, 3) а - Ъ-=  d , откуда а - = J +  rf;
9 == 6 +  3; Ъ = = а —  d .
6 == 9 — 3. 4) х  - 13 = =  25, откуда х = •
7, 5) 34 -  X  = = 16, откуда х  = =  ? — #
15 = = 8 + 7 ;




Задача. Формулировать словесно зависимость между дан- 
и искомыми вычитания (т.-е. между уменьшаемым, вычи­
таемым и разностью).
Упражнения. Применить эти зависимости к определению
неизвестного числа х  в примерах:
1) 3 +  8 =  15; 2) 9 + х 12; 3) х  — 6 =  5; 4) 13 х б,
6) х  —j— 1 37 3
1
3
6) 3,1 + ж =  6,08; 7) 9,2
8) х  —  0 ,84= 1 ,3 .
х 7,25;
IV. Изменения суммы и разности при изменении
чисел, данных для сложения и вычитания.
Задачи
1. Взяв два слагаемых и определив их сумму (например,
8 + 6 , увеличьте на 8 единицы первое слагаемое и укажите,
каж при этом изменится сумма; уменьшите иа 4 единицы второе 
слагаемое и укажите, как при этом изменится сумма.
2. Взяв разность двух чисел (наир., 12 — 8 =  4), измените
•уменьшаемое на несколько единиц и уважите, как при этом изме
1НШТСЯ
разность
ность; измените выч: укажите, как изменится
№
Примеры. В представленных ниже табличках знак +  озна­
чает увеличение на число, стоящее рядом с ним, знак — умень­
шение на число, стоящее рядом с ним. В графах суммы и разности 








+  13 +  б
— 12 — 8







+  15 +  10
'— 11 -)-* 8
— 12 — 20
I ■' 1
Вы вод. 1) О изменением каждого из слагаемых сумма изме­
няется. Сумма есть функция каждого из слагаемых.
2) С изменением или вычитаемогоуменьшаемого
изменяется. Разность есть функция уменьшаемого и вычнгаемого
V. Переместительный з&шн ум нож ения, или переместительное
свойство произведения
Задачи.
1. Проверить равенства: 1) 3 • 2 =  2 • 3; 2) 4 .3  • 2 =  3 • 2 • 4.
2. На черт. 100 нарисован прямоугольник с основанием
, * •  ,
высотою Ъ. На черт. 101
а
ник с основанием Ъ и 
высотою а. Равны ли их 
площади?
3. На чертеже 102 на- V
рисован прямоугольный • 
(Параллелепипед с ребра- \ 
ми а (длина), b (ширина), 
с (высота). На черт. 103 Черт. 100.
прямоуголь­
ный параллелепипед с
Равны ли их объемы?
4. Формулировать словесно переместительный закон умножения 
или, что то же, переместительное свойство произведения.
5. Применить переместительный закон умножения к упро­
щению устных вычислений в следующих примерах.
П римеры .
1) 4 - 39 • 25 4 .2 5  • 39 =  100 • 39
3) 8 • 35 -125 =  ? 4) 8 • 127 • 125 =  ? 5) 4 . 296 • 250




VI. Сочетательный закон умножения, или сочетательное
Задачи. / свойство произведения
1. Проверить равенства: 4 • (3 • 2)
2. Чем
(4 • 3) • 2 =  4 • 3 * 2.
отличается порядок действий в первом выражений 
роизведения от действий во втором и в третьем выражениях?
3. представим объем параллелепипеда виде произве­
дений ( аЪ).  с (черт. 102)
жать в первом произведении множитель
: а . фс) (черт. 103), то что будет выра-
с?
произведении множитель множитель фс)?
Множитель
Изме-
Шется ли от таких группировок («сочетаний») множителей произ- 
дение abc, а, следовательно', и объем параллелепипеда?
нескольких сомножителей не изменяется
при различных сочетаниях этих сомножителей.
. *' . * . *
V II. Зависимость между данными и искомыми




• з =- 15,
:3 ; 3 =  15:5. 
рровать словами
2) аЪ — р,




между данными и искомыми умножения (т.-е. между сомножите­
лями
100
Примеры. 1) 18:6 =  3,




1. Формулировать словесно зависимость между данными и  иско­
мым деления (т.-е. между делимым, делителем и  частным).
2. У казать, как  выражается зависимость между делимым, дели­
телем, частным и остатком.
У праж нения. Применить эти зависимости к  определению неиз­
вестного числа х в примерах:
1) 8# =  24; 2) 9ж =  45; 3) Ъх — 17;




= 8 ; 10)
2,7 х  =  0,81; 7)ж^15 =  12;
4) 4х  =  2,5;
6) 60: х  = 1 0 ;
б4-:ж
2
1,3; 11) 46 =  7 • ж 4; 12) 93 =  6 • £C-j-3.
VIII.  И зменения произведения и частного при изменении
чисел, данн ы х для ум нож ения и деления.
Вопросы. 1) 18.12 =  216. К ак изменится произведение, если 
множимое увеличить в 2 раза? множитель увеличить в 5 раз? 
множимое уменьшить в 3 раза? множитель уменьшить в 4 раза?
шить в 6 раз?
2) 72 :12 =  6. Как изменится частное, если делимое увеличить 
в 2 раза? уменьшить в 3 раза? если делитель увеличить в 3 раза? 
уменьшить в 4 раза? если одновременно делимое увеличить в 2 раза, 
а делитель уменьшить в 3 раза?
Множа- Множи- Произ-1
мое тедь ведение 1
X 8 X 6
: 10 2
X 6 : В
I Дели- Дели- Част-
I мое телъ ное
X ю X 5
: 6 : 3
X 12 : 2
Примеры.
Обозначая слова
„ увеличить“ и „ умень­
шить* во сколько-ни­
будь раз знакам и X
и : , заполнить гр а­
фы произведения и частного в табличках.
Вы воды . 1) С изменением каждого из сомножителей произве­
дение изменяется. Произведение есть функция каждого из со­
множителей. Произведение увеличивается (или уменьшается) 
во столько раз, во сколько раз увеличив 
один из сомножителей. Такое изменение и  в зависимости
101
от изменения ее аргумента назы вается прямо-пропорциональным
изменением.
2) О изменением делимого или  делителя частное изменяется.
делимого увеличи
звается и ли  уменьш ается во столько ж е раз, во сколько ра 
увеличивается или  уменьш ается делимое, т.-е. частое изменяется 
прямо-пропорционально делимому.
Частное увеличивается во столько рае
уменьшается делитель и  частное уменьшается во столько же раз, 
во сколько раз увеличивается делитель. Такое изменение частного
в зависимости от изм енения делителя назы вается -
*
циональным изменением.
Задача. В 1924 году в  Москве числилось 78 660 000 кв. м. 
ж илой площ ади и  около 1 500 000 человек населения. Сколько
ж илой площ ади
Отв. 52,4 кв. М.
Вопросы. 1) К ак  можно было бы увеличить эту жилую норму
на 1 человека?
2) К акое и з чисел предыдущ ей задачи  является делимым,
делителем
3) изм енилась бы ж и л ая  норма на 1 человека, есла
населения, удвоить общий фо:
Ж] площ ади
4) К ак  изм енилась бы ж и л ая  норма н а  1 человека
фонде ж илой площ ади, население увел
лось в 2
5) К ак  изм еняется пропорционально или обратно­
ж и л ая  норма на 1 человека
Ш
я всей площ ади жилищ ного фонда? 
количества населения ?
зависимости 
гсим ости от :








-J- 5 - f  7) • 3 =  8 • 3 -}- 5 • 3 7 • 3
4*6 —jr 4 • 9 —J— 4 • 2.9
ж определить
прямоугольника, изображенного 
площ ади его частей I, И, III. Как
102
вытекает из сопоставления полученных результатов распредели­
тельный закон
3. Формулировать словесно распределительный закон умножения 
или, что то же, распределительное свойство произведения
(Ответ :  Для умножения сум­
мы нескольких слагаемых на 
какой-нибудь множитель до-




[а этот множитель и
результаты сложить.)
4. при помощи ' — 5
распределительного закона
умножения действие умноже­
ния многозначного числа на о,
Черт. 104.




У к а з а н и е .  Запись 25 +  60 =  85 называется .
— правой частью.25 +  60 называется левой частью равенства, а 85  
Числа 25, 60 и 85 называются членами равенства: 
Вопрос. Можно ли сое,
2 3
musesнъ знаком равенства:
1) 3 4 И
1
2
2) 2,5 +  7 И 3 4 -5?
Разность двух одинаковых чисел или алгебраических выраже­
ний принимают равной нулю. На этом основании справедливы
следующие равенства:




0 ; 3) (а+ 5 ) —  (а+ Ь) =  о.
Вопросы . Нарушится ли равенство: 28 + 7  =  18 +  17,
# Г  ■
1) если левую часть сделать правой, а правую сделать левой?
2) если к обеим частям равенства 
них отнять по 10?
по 8 ш от
Вывод. Если к обеим частям равенства прибавить или от них 
отнять по равной величине, то равенство не нарушается, т.-е. если
а +  Ъ =  с,
то a-{-b-\-d  =  c-{-d и а-\-Ъ — d — c — d.
Задача. Проверить справедливость (ующих четырех
равенств:
I. 3 0 +  8 =  38 
II. 30 =  38— 8
HL 20 9 =  11
IV. 20 =  11 9.
Вопросы. 1) В каки х  частях  рак. I и  И находится число 8?,
2) К акой  знак, стоит перед числом 8 и рав. I и  II?
3) В каких частях рав. III и IV находится число 9?
4) Какой знак стоит перед числом 9 в рав. III и IV ?
Вывод. Каж дый член равенства можно перенести и з одной части 
в д р угую , перем енив зн ак  перед ним на обратный, +  меняется
на меняется на  + .
Пример. в равенстве
20-4-5  —  6 =  19
вое члены левой части, кроме 20, в правую  часть и  проверить сира* 
ведливость полученного равенства.
65. Тождество 9
Задача. П одставить в следующем равенстве
3 • (я —|— 5) == В а J— 15. 
а числа 1, 2, 3, 4,' 5 . . .  и т.вместо (вообще какое
нибудь произвольное число) и  проверить справедливость полу­
ченных
У к а з а н и е .  Буквенны е равенства, справедливые при произ­
вольны х значениях букв, назы ваю тся тождествами. Все числен-
суть тождества.
Проверить, является  ли тождеством следующее
5 (а  +  Ь +  5) == 5 а 4 -  5& +  25.
■2
§  66. Уравнение.
Задачи
1. при  каком  числовом значении х  справедливо
яг 4 -  5 =  8.
2. Во что это равенство обращ ается при подстановке вместо х
т а
У к  а з а н  и е.
это равенство при произвольном значении 
числа 2, 5, 7 и т . д.)
равенства, справедливые только при
уравнениям и, а сам®
обыкновенно 
алф авита х, у, г.
Задача. Определить, при каком значении неизвестного спра­
ведливо уравнение
За;-|-5  =  11 (1)~
Р е ш е н и е .  Перенеся 5 из части уравнения в правую
юлучим
За; = 1 1  — 5, или Заз = 6 ;
откуда аз б3 2.
Вопросы. 1) Обращается ли уравнение (1) в тождество при най­
денном значении х !
2) Обращается ли оно в тождество при произвольном значе­
нии х  (например 1, 3, 5 н т. д.)?
У к а з а н и е .  Решить уравнение значит отыскать то значе­
ние неизвестного, при котором уравнение обращается в тождество 
или, иначе говоря, удовлетворяется. Найденное значение неизвест­
ного называется корнем уравнения.
Примеры. Решить следующие уравнения:
1) 5 a j - f 6  = 2 1 ;  2) 2,5а; -{-8  =  18; 3) 7 аз —  6 =  22;
4) б аз —|— 3 =  2 а;
У к а з а н и е .  Члены уравнения, перед которыми нет никакого 
внака, считаются со знаком 4-; поэтому в примере 4-м:
5 а; — 2 аз = 1 5  —  3, откуда аз =  4. -
Упражнения. Решить уравнения:
1) 9 a ; - f -4  =  5 a :4 - 2 4 ;  2) 12 а; — 6 =  7 a ;- f -29;
3) З а ;4 - 7  =  27 —  х; 4) 3 ( « 4 - 5 )  =  21;
5) 4 (а ? 4 -8 )  +  5а; =  З а з 4 -8 6 ;  6) 2(?.аз— б) — 1 « 8 ( * - р 8 . )  +  4 ;
7) (4аз-j-5) 3 — 2 х  =  (7 — 3 х) 4;
8) 6 (2а; — 3)-J-2 (4х - j-5) =  2 (8 — Заз);
9)  ' - т - * 4 - 1  — 4 - я - М ;  10) 0,5 аз — 8,3 =  5,7 — 1,75 х.3 3
§ 67. Задачи на составление уравнении первой степени
с одним неизвестным.
• • . ■ ‘  • -  1 
Задачи.
•  ^ • • . . . ” ■ ;
1. Разделить участок земли на две части так, чтобы одна
часть была больше 
жит 28 десятин.
на 8 десятин.
Р е ш е н и е .
/. Обозначение неизвестных. Обозначим число десятин меньшей 
части через х.
Число десятин другой части согласно условию задачи выра­









2. Скорость равномерно движущегося тела равна 5 метрам в се­
кунду. Во сколько времени тело пройдет путь длиною в 72,5 метра?
обозначить через х  число секунд, в течение 
которого тело пройдет • указанный в задаче путь, то по условию
телом в х  секунд, будет равен 5а?.пройденный
Следовательно, 5 х  = 7 2 ,5 , откуда х72,55 14,5.
И
3. Рабочий из своего недельного заработка истратил 10% руб., 
у него осталось 4% руб. Определить при номо уравнения
заработок рабочего. О те. 2,5 руб.
4. Длина всей границы участка земли, имеющего форму
, равна 25,4 км. при помощи уравне-
я длину участка земли, если ширина его равна 3,5 км.
Отв. 9,2
5. 4 олова, уд. вес которого =  7,3, сплавлены с 5 куб. дм 
металлами получился спла© весом 73,7 кг. Определить
Отв. 8,9.уд. вес второго металла.
ванне равно 3,14 м
прямоугольника численно на 0,56 больше его
высоту прямоугольника, если его
Отв. 6 м.
7. Нижнее основание трапеции, имеющей площадь 30 кв. м 
высоту 4 м,равно 8,2 м.
8 ая






9. Д ва работника получили жалованье, при чем 1-й работник
и, кроме того, получил сополучил на 6 руб. больше второго 
2-го рабочего 14 руб. долгу, после чего 1-й работник понес домой
•  .  .  ч
вдвое больше денег, чем второй. Сколько ж алованья получил
каждый работник? От в, 54 руй. п 46 руб.
10. Пекарня смешивает для выпечки хлеба два сорта муки 
ценой 31 руб. 20 к. и 27 руб. 60 к. за центнер так, чтобы иметь 
12 центнеров смеси по 30 руб. центнер. Сколько взято кило­
граммов муки того и другого сорта? (Центнер равен 100
Отв. 800 кг и 400 кг.
/Р а б о т а  № 9.
О К РУ Ж Н О СТЬ И К РУ Г.
г
О к р у ж ность и ее элем енты . О тнош ение ок руж н ости  к диаметру. 
Д л и н а  ок р уж н ости . Д л и н а  дуги . П лощ адь сектора и площ адь  
круга. П рям оугольны е диаграм м ы . К руговы е диаграммы . Пра­
ви льн ы е м ногоугольники. П лощ адь правильного многоугольника.
§ 68. Окружность и ее элементы.
У к а з а н и е .  Отрезок АВ, соединяющий концы дуги АВ,
азывается хордой (черт. 105\
Ь
Говорят, что хорда А В  стя­
гивает дугу А В .
Вопросы. 1) Сколько дуг 
стягивает хорда АВ1 2) Как 
отметить эти дуги на чертеже, 
чтобы их можно было разли-




4) Какая из этих дуг больше
и какая
ОС, опутце:
стояния ее от центрат
полуокружности, 
меньше? Как называется хорда, 
проходящая через центр?
6) Какие две дуги она стяги­
вает?
У к а з а н и е .  Перпендикуляр
ду АВ, называется расстоянием
длина хорды с изменением рас-
2) Какова длина хорды, проходящей черев центр окружности?
У к а з а н и я .  1) Длина хорды есть функция ее расстояния 
от центра.
2) Прямая DE (черт. 105), пересекающая окружность в двух 
точках, называется секущей.
ч»
Вопросы . 1) Какая разница между хордой и секущей? 2) Какая






1) В трех точках?
|меет секущая?
У к а з а н и е .  Прямая АВ  (чер- 
геж 106), имеющая с окружностью 
{►дну общую точку К, называется каса- 
Хельной; точка К, называется точкой 
шсания.
В о п р о с ы .  1) Измерить транспор- 
Шром /_ОКА, составленный радиусом
IK и  касательной АВ, какой это
s
jnxwi? 2) Как можно назвать радиус 
9 К, проведенный в точку касания К, 
по отношению к касательной АВ1
Черт. 106.
Вы вод. Касательная перпендикулярна к  радиусу, проведенному 
в точку касания.
У к а з а н и е .  Часть круга АС В (черт. 107)) заключенная между
дугой и хордой, называется сегментом.
С Часть крута DOE, заключенная
и дугой, на-№между двумя радиуса! 
зывается сектором.
Вопросы . 1) На сколько сегментов 
разделяет крут хорда АВ1 2) Какой 
из них больше, и какой 
3) Какой сегмент получится, если
пройдет через центр? Какуюхорда
часть круга составляет сектор, у кото-
ге радиусы перпендику­
лярны друг к другу? 5) При каком
ни радиусов сектор
щается в
§  69. Отношение длины окружности к диаметру (число *).
Задачи.
велосипеда равен 80 см, длина окружности 
■м. Во сколько раз длина окружности колеса
ш аметра колеса (т.-е. каково их отношен
2. Измерив веревку охватывающую 
195 см, а изме
кругом колесо телеги.
диаметркузнец получил длину
получил 62 см. Каково было отношение окружности, колеса
Отв. 3,14 (с точн. до 0,01).
он
3. Измерить (ниткой) окружность и диаметр двух или трех 
круглых предметов (стакана, чашки) и определить отношение 
каждой окружности к  ее диаметру. Найти средний результат
й.>шряда произведенных вычиюл
Вывод. Отношение всякой окружности к ее диаметру -
22« .тельно равно | ш т  3,14 (с точностью до 0 , 0 1 Это число обозног
ш * ~..
чается буквой % (читать япи“).
§  70. Длина окружности.
• i
к а з а н и е .  Зная, во сколько раз окружность длиннее своего 
диаметра (в к раз; 3,14), для определения ее длины достаточно
измерить диаметр окружности 
эисло те, т.-е. иа 3,14.
Задачи.
помножить длину 10!аметра на
1. Найти длину|окружноети, диаметр которой равен 5 см! 
Р е ш е н и е .  5-3,14 =  15,7 (см), или 5-тс =  5тс (г..-'.





































окруж ности равна  ее диаметру, умнож енному на
Уиусу, ум нож енном у на  чи сло  к. 






Вопросы . 1) Во сколько раз увеличится длина окружности, 
если ее радиус увеличим в 2 раза? в 3 раза? в 4 раза? и  т. д.
2) Что сделается с длиной окружности, если радиус ее уменьшим 
в 2, 3, 4 раза и т. д.?
У к а з а н и е .  Д лина окружности есть функция ее радиуса,'
§ 71. Длина дуги.
Задачи.
1. Длина окружности равна 16 дм. Чему равна длина 
этой окружности в 90°? дуги в 4'5°? дуги в 60°? дуги 
дуги в 1°? в 7°?
дуги
30°?
2. Диаметр окружности равен 2 м. Чему равна длина ее дуги 
в 90°? душ в 45°? дуги в 20°? душ в 1°? душ в 11°? в ?
3. Радиус окружности равен 5 см. Чему . равна длина ее 
дуги в 90°? дуги в 12°? душ  в 1°? дуги в 17°? дуги в п°?
4. Диаметр окружности равен d Чему равна длина ее дуги в 1°? 
дуги в п°?
5. Радиус окружности равен г. Чему равна длина ее дуги 
в 1°? душ в п°?
Если длину душ в п° обозначить буквой I, диаметр буквой 





. . (И )
• • • • * »  * • (12)
§ 72. Площадь сектора и площадь круга.
Задачи , ^ • 1
1, Считая сектор
напр., дуга 
О основанием равным 
определить площадь сектора
с очень малой дугой Ъс
треугольник
радиусу круга г.
2. Возьмем сектор АО В (черт. 108), составленный из малых 
секторов АОЪ, ЪОс, cOd, dOe и т. д. Определить площадь сектора 
АОВ.
У к а з а н и е .  Так как по предыдущему площадь каждого 
из малых секторов равна длине его дуги, помноженной на поло­
вину радиуса, и так как, сложив все малые дуги A d , cd, de, . . . тВ, 
получим в сумме его дугу АВ, то площадь большого сектора АОВ 
равна дуге АВ, помноженной на половину радиуса.
Вывод. П лощ адь сектора равна длине его д уги , умноженной на 
п о л о ви н у  радиус.
Черт. 108.
Если обозначим площадь сектора буквой S, длину его дуги







Задача. Разбив к р у г  (черт. 108) на 4 сектора: АОБ, ВОВ , 
^ ОС, 00А, определить площ адь круга.
У к а з а н и е .  Так как площ адь каж дого из названных секто­
ров равна длине его дуги, умноженной на половину ради уса, 
и так как сумма четырех дуг: w  -J- -j- w  -f- ^
равна всей окруж ности, то площ адь кр у га  равна длине его 
окруж ности, умноженной на половину радиуса.
Вывод. Площадь круга равна длине его окружности, умноэюен- 
ной на половину радиуса.
Если назовем площ адь круга  буквой S, длину его окруж ности
4
буквой С и радиус буквой г, то
[















8 — 2тгг 2







я < J - . (17)
Задачи. •
t .  Чему равна площ адь круга  с диаметром 2 мЧ
. 3,14 кв. Ж*
2. Чему равна площ адь к р у га  с диаметром 4
. 3. 
4.
f t п ft
п if
8
$  Рабочая saws га. я<* мандата к<*. Ч .  I.
v  •
3
5. Во сколько раз увеличивается или уменьшается площадь 
круга, когда его диаметр увеличивается или уменьшается
в 2 раза? в 4 раза? в з раза?
6. Чему равна площадь круга с радиусом 5 ж?
78,5 кв. м.




















30 ж ? 
2h i ж ?
11. Во сколько раз увеличивается или уменьшается площадь 
круга, когда его радиус увеличивается или уменьшается 
в 2 раза? в 3 раза? *в4 раза?
У к а з а н и е .  Площадь круга есть его радиуса.
Задачи.
1. Стекольщик вставил в круглую оконную раму с диаметром 
6 дм стекло и потребовал плату по 40 коп. за каждый кв. дм стекла. 
Сколько надо было заплатить стекольщику?
Отв. И руб. 30 кон. (с тонн, до 1 коп.),
2. К руглую  арену цирка, с диаметром 40 ж, надо было засы­
лать свежим песком. На каждые 25 кв. ж арены расходовался 1 воз 
п еск у . Сколько возов пришлось привезти для засыпки арены?
Отв. 50 возов (с точностью до 1).
3. В цветнике, имеющем вид прямоугольника, размером
30 X  15 м, садовник сделал пять круглых цветочных клумб — 
одну, с радиусом 2 ж, в середине цветника и четыре равных 
круглых клумбы, каждая с радиусом 0,5 ж, по углам цветника. 
Сколько свободной площади цветника осталось помимо всех 
этих клумб? Отв. 434,3 кв. м.
4. О круж ность
Т С
6.
. А . Л *





Градус земного экватора имеет длину 112,5 км. Найти
Отв, 6442,5 км.\ '





Отв. 1,06 ж (с точн. до 0,01).
«
• V
7. Наружная окружность круглой башни 22 м, а внутренняя 
14 м. Определять толщину стен башни.
Отв. 1,3 дм. (с тонн, до 0,1).
8. Определить в предыдущей задаче площадь земли, находя­
щуюся под стенами башни. Отв. 22,9 кв. ли
9. Определить площадь круга, длина окружности которого
равна 6,28 дм. Отв. 3,14 кв. дм.
10. Определить давление воздуха на крышку цилиндрической 
банки с диаметром 2,5 дм. (Давление воздуха на 1 кв. см. рав­
няется 1 кг). Отв. 490,6 кг. {с тонн, до 0,1).




щади: 8 кв. см 10 кв. см. 
и 12 кв.см: 1) в виде 
прямоугольниковсоди­
наковыми основаниями 
в 2 см; 2) в виде прямо­
угольников с одинако­
выми высотами в 4 см.
3) в виде прямоуголь­
ников с разными осно­
ваниями и высотами.
Реш ение. См. черт. 
109, 110, 111.
2 см 2 си.
Черт. 109,
2 СП




\2. П редстави ть площади: 6 кв. см, 9 кв. см, 
12 кв. см, 15 кв.см 1) в виде прямоугольни­
ков с равны м и основаниям и по 3 см; 2 ) в виде 
п рям оугольн и ков  с равны м и в ы с о т а м и  по
3 С М.











угольн и ков  {прямоугольная диаграмма) с 
н и т е л ы ш е  размеры м атериков.
У к а з а н и е .  З а  основание каж дого 
м оугольн и ка п р и н ять  
2 см, за  вы соту  1 го 
п р ям о у го л ьн и к а  
2 -го—
I мм.
8 мм, 3-ГО—26 мм.
У • /
и т. д. ,
4. Из всего н асе­
ления земного шара, 
составляющего около
V *
1.550 миля, человек, 
живут:
/■} lea \Ъ СП*


















24 % всего нас. земн 
10%  (проверить %), 
.56% (проверить 
9% (проверить %), 
1% (проверить %).
шара (проверить %!)
Итого 1550 П Итого 100%
шара по
р асп р ед ел ен и е  населения земного
У  к а з а ч и е. 1-й способ. В зять за  основание каж дого прямо­
у го л ьн и ка  2 см,а за вы соту самого м еньш его 1 мм, следую щ его 
по величине 9 мм, следую щ его 10 мм  и т. д.
■ с »
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2-й способ. Взяв клетчатую бумагу, начертить на ней квадрат 
со стороной, равной длине 10 клеток; такой квадрат будет 
содержать всего 100 клеток (почему?); выделив в одном из 
углов этого квадрата 1 клетку, 9 клеток подряд, 10 клеток, 
24 клетки подряд и, наконец, 5.6 клеток, обвести полученные 
фигуры толстыми чертами и заштриховать каждую из них внутри 
различной штриховкой или закрасить красками разных цветов.
I *
*  \ *
5. В 1922 г. на девяти южных металлургических заводах,
по данным УСНХ, было выработано сортового железа:
Петровский завод ............... ...  1 228 670 пуд,
Макеевский „ ..........................  455 6'97 ,
Юзовский „ ................... ...  . 258 О Н
Донецко-Юрьевский „ ..........................  717 881
Екатеринославский ., . . . . . . . .  711520
Мариупольский „ ........................ 477 079
Таганрогский „ .................... . 66193
Сулинский „ ,.........  179 752 „
Луганский „ ..........................  432 760 „







Выразить в целых процентах производительность каждого 
завода по отношению к общей производительности всех заводов 
и начертить прямоугольную диаграмму производительности 
заводов.
У к а з а н и е .  При вычислении процента производительности, 






что, при точно ста
на UC3VJ
вычисления
до  Уо, совершенно  отразится 
производительность Петровского завода можно считать
Макеевского — 456 тыс., Юзовского -лых тысяч пудов; маке
и т . д.; общую производительность
це-
258 ТЫС.
4 526 тыс. пудов.
производительности
тровского завода придется 1 227 делить на 4 526 и результат умно­
жать на 100, или, наоборот, сначала 1 227 умножить на 100 и по­
лученное произведение делить на 4 526, а именно: 122700 : 4526 Д5 27.
Итак, производительность Петровского завода составляла 27% 
производительности всех 9 заводов.
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6. По статистическим данным 1903 года каждый житель ниже­
поим енованны х стран в среднем съедал за год
♦
в С.-А. С. Ш татах. ........................  . 62 кг
„ Англии " . . .  . . . . . . . .  50 „
„ Фракции . .................................... . 34 „
„ Германии. .................................................26 „
„ Р о с с и и ................................................   20 „
П редставить прямоугольной диаграммой сравнительное потре­
бление м яса населением поименованны х стран.
§ 74. Круговые диаграммы
„ _  ^  Задачи.
j \  ' '  ' -v*lv \  1* Перт. 112 представляет рас-
\  \ \  пределение угодий в коммуналь- 
- у ‘ \  \ к\  ном сельхозе. Вся площадь земли
У ■! У.' \  \  V \ \V<] сельхоза равна 2 340 га. Опреде-
: *:: *■*:" ]  лить, измерив дуги диаграммы 
;*:V.7' тран, сколько десятин 
■ У земли находится под пашней, ле- 
•J "  '  сом, лугами и неудобными зе­
млями. Отв. 942,5; 780; 390; 227,5. 
2. Разделить с помощью транс- 
qе_т 112 портира круг на 5 секторов, пло­
щади которых составляют 10%,
, 20%, 25% и 30% площади всего круга.
3. В 1910 году всей русской металлургической промышлен­
ностью было выработано:
Сортового железа — около . . . ,7 . . 48 милл. пудов
И^СТОВОГО ц • • 4 t • « 1 1 ^  ц
2э£Ц5ок # * * * § # » • # « • # # • 12 n
S 8НДЗ/Ж6Й » • # . • « # * # « • * • 2 jy ii r „
k l ,  ^ f t f t f t f t f t # f t f t *  "  J J  yy
A
* \
~ диаграммой сравнительные размеры выра-
каждого из поименованных продуктов.
У к а з а н и е .  Деля 360° на сумму чисел:
48 -f-11 4-12 +  2 -{- 2 =  75,
получим 4,8°. При дальнейшем вычислении (т.-е. при умно­
жении 4,8° на 48, на 11 и т. д.), мы будем получать целые числа
градусов с дробями. Так как при помощи транспортира невоз­
можно откладывать на окружности дуги, содержащие части одного 
градуса, то дробные части всех полученных чисел надо отбросить, 
при чем, если отбрасываемая дробь равна или меньше 1 /2° то целое 
число градусов не меняется; если же отбрасываемая часть 
больше 11 2°. то целое число надо увеличивать на * Т°. После, целое число надо увеличивать 
такого округления всех полученных чисел, которое весьма мало 
повлияет на достоинство диаграммы как наглядного изображения 
сравнительных размеров чисел, надо проверить, составляет ли 
сумма всех полученных чисел 360°, и в случае надобности вновь 
округлить числа, прибавляя или убавляя по 1° в зависимости 




У к а з а н и я .  1) Разделим окружность (черт. ИЗ) на произ­
вольное число равных дуг:' А В , В СВ, DE, E F  ж A F  и соединим 
точки делений хордами АВ, ВС, CD, BE, E F  и AF. Полученный 
таким образом многоугольник ABотличается тем, что в нем
все .стороны и все углы равны. Такой многоугольник называется
«»
правильным:
2) Окружность, на которой лежат вершины правильного много­
угольника, называется описанной окружностью. Центр этой окруж­
ности называется центром правильного многоугольника.
3) Перпендикуляр 00 , опущенный из центра правильного 
многоугольника на его сторону, называется
Задачи.
1. Начертить на-глаз правиль­
ный шестиугольник и провести в нем
■ ____
все оси симметрии. То же в правиль­
ном пятиугольнике.
2. В каких правильных много-
.  1 ,  .  л
угольниках оси симметрии совпа­




§ 76, Площадь правильного многоугольника.
У к а з а н и е .  Сумма всех сторон многоугольника называется.
о; о периметром.
Вопросы. 1) На какие фигуры разбивается правильный
многоугольник, если его центр со­
единить прямыми линиями с его 
вершинами (черт. 114)?
2) Как выразится площадь одного- 
из этих треугольников, наир., тре­
угольника А ОВ1
3) Сколько таких треугольников 
получится в правильном шести­
угольнике? в правильном пяти- 
угольнике? в правильном десяти­
угольнике? в правильном п-уголь- 
нике?
Четр. 114.
У к а з а н и е .  Так как площадь каждого из этих треугольни-
акков равна — т.-е. половине произведения его основания а 
его высоту h, то сумма площадей всех п  треугольников будет
равна nah~2~ т.-е. половине произведения апофемы (h) на сумму
(ап) всех сторрн правильного многоугольника.
. *
Вывод. Площадь правильного - многоугольника равна половине 
произведения его периметра на апофему.
Если обозначим периметр правильного многоугольника чере Р, 
его апофему через h и его площадь через S , то
(18)
шести­





равной 8 см и по его апофеме,
площадь правильного 12-угольника, сторона
У к а з а н и е .
6- У
равна 9,3 см.




и т. Д., вписанные в одну и ту же окружность, легко видеть, 
что их периметры все больше приближаются к длине окруж­
ности, Поэтому окружность можно рассматривать как периметр 
правильного многоугольника с очень большим числом
В таком
форм.
площадь круга можно выразить,
сторон.
согласнослучае










что уже было нами выведено иным способом (см. стр. 118)..
IР а б о т а  N°. .10.
К Р У Г Л Ы Е  Т Е Л А .
Поверхности и объемы цилиндра, конуса и шара.
77, Поверхность цилиндра.
У к а з а н и я .  Форма тела, изображенная на черт. 115, назы­
вается прямым круглым цилиндром.






Черт. 115. Черт. 116
ои круглый цилиндр состоит из двух кругов, называемых 
нижним и верхним основаниями цилиндра, и боковой кривой 
поверхности, которая в развернутом виде (черт. 116) имеет форму 
прямоугольника.
При вращении прямоугольника A B C D  (черт. 117) вокруг 
неподвижной стороны А В до  полного оборота, получается прямой
ч
»•круглый цилиндр









m шгндра. Отре зок А В
Упражнения. Показать на своем /чертеже тот прямоуголь­






Черт. il7. Черт. 118.
Г • ■
2. Указать ось и высоту этого цилиндра, его образующую 
и радиусы его основений.
3. Назвать цилиндрические тела, встреющиеся в повседнев­
ной жизни.
Задачи.




4 м н образующей CD 
изображена его боковая поверхность в
8 л; на
развернутом
виде. Вычислить: 1) длину окружности основания цилиндра;
2) площадь прямоугольника, изображенного на черт. 120.
Вопрос. Длине какой линии в цилиндре (черт. 119) равно осно­
вание прямоугольника (черт. 120)? высота прямоугольника?
2. Вычислить боковую поверхность цилиндра, имеющего радиус 
основания г — 3 см и образующую I —  5 см (тс ==3,14).
Ore. 94,2 кв.- см.
3. Определить боковую поверхность цилиндра, имеющего радиус
основания г и образующую I.
В ы вод. Боковая поверхность цилиндра равна произведению 
длины окружности его основания па образующую.
Обозначив радиус основания цилиндра через г, диаметр осно­
вания через d, образующую I  боковую поверхность S, получим
пли
5 d l
Ш> * Ф » • о (20)
• • (21)
В оп р осы . 1) Что выражает 2кг в формуле 20?
2) Если радиус основания цилиндра увеличить или уменьшить
д. раз, как изменится боковая поверхностьв два, три 
цилиндра?
и т.
3) Как изменяется боковая поверхность цилиндра с изменением
4) Во сколько раз увеличится боковая поверхность цилиндра.
От в. В 6 раз.
I одновременно увеличить радиус его основания в 2 раза 
образующую в 3 раза?
У к а з а н и е .  Боковая поверхность цилиндра есть функция 
радиуса его основания и образующей.
5) В каш единицах выражается боковая поверхность ци-
лпнд
6) Из каки х состоит полная поверхность ци
л и г а
7) Определить по данным задач 1 и 2 полную поверхность
полную поверх ность цилиндра. 
2,5 см,'а образующая нравна 
От в. 90,275; 129,525,
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5. Сколько понадобится рабочих дней для покраски снаружи
железной цилиндрической трубы, если диаметр ее поперечного
'  ♦  ’  *
сечения равен 2 м, а длина =  100 м. (На покраску площади 
в 25 кв. м требуется приблизительно один рабочий день).
Отв. 25 (с точн. до 1).
I
#  •
§ 78. Объем цилиндра.
У к а з а н и е .  Вырежем часть цилиндра по направлениям 
радиусов верхнего и нижнего его оснований ОВ и О'В', О А
я О'А' (черт. 121).
Вопрос. Чем отличается полученная вырезыванием часть 
цилиндра (черт. 122) от прямой треугольной призмы?
например, 
мало отли-
У к аз а ни е. Если взять вырезку с малой дуги 
в 1°, то сектор, служащий основанием вырезки, 
чается от треугольника, и сама вырезка будет мало отличаться 
от прямой треугольной призмы, поэтому объем такой вырезки 
можно принять равным произведению площади сектора ее осно­






ния вырезки с дугой 
в Г, если радиус осно­
вания цилиндра pa-




если высота цилиндра 
равна 8. 3) Во сколько 
раз площадь основания 
цилиндра больше пло- Черт. 121. Черт. 122.
щади основания этой вырезки? 4) Во сколько раз объем цилиндра 
больше объема этой вырезки? 5) Вычислить при этих же усло­
виях объем цилиндра. 6) В каких единицах выражается объем 
цилиндра?
У к а з а н и е .  Тот ж е результат получится, если число, выра­
жаю щ ее площ адь основания цилиндра, помножить на число, 
выражающ ее его высоту.
Вывод. Объем цилиндра равен произведению площади его осно­
вания на высоту. ' т;? Ч- ж'Ч
125
\Обозначив радиус основания цилиндра через диаметр•его 
основания через d, высоту — 1г, объем— У, получим
или
Вопросы. 1) Что выражает
J
V — T.r2h |
1 ^  * tjMl j4
,  тс г2 в ф
( 9 9 \• в ■ • в * «.
. (23)
ормуле 22? 2) Как изме
няется ооъем цилиндра с изменением радиуса его основания 
в два, три и т. д. раз? с изменением его 'высоты в два, три 
и т. д. раз?
У к а з а н и е .  Объем цилиндра есть функция радиуса его 
основания и высоты.
Задачи.
I. Определить объем цилиндра, радиус основания которого
равен 1,2 см, а высота3,5 см.
2. Определить площадь основания цилиндра, если объем его
равен 35,4 куб. см, а высота 11,3 см.
Отв. 3,1 кв. см. (с точн. до 0,1).
3. Какой длины проволоку с поперечным сечением в один 
кв. см. можно получить из медного цилиндра, у которого диа­
метр поперечного сечения равен 1,6 дм, а высота равна 1 м.
Отв. 200,96
79. Поверхность конуса.
У к а з а н и е .  Форма тела, изображенная на чертеже 123 
называется прямым круглым конусом.
якруглый конус состоит из круга, который назы­
вается основанием конуса, и боковой кривой поверхности, кото­





ника (АВС черт. 125)
• г
вокруг неподвиж­
ного катета АВ  до 
полного оборота по-
думается п р я м о й  
круглыйконус(черт. 
126). Неподвижный 
катет АВ  называется
Я С
Черт. 125.осмо конуса,вращаю­
щаяся гипотенуза АС  называется образующей, а катет ВС, кото­
рый при вращении образует круг, называется радиусом основа­
ния конуса. ОсъАВ  (черт. 126) называется также Конуса.
Вопросы. 1) Показать на своем чертеже такой прямоуголь­
ный треугольник, вращением которого образовался конус на
черт. 123.
2) Указать ось, образующую, высоту и радиус основания этога
конуса.
3) Указать конические тела, встречающиеся в повседневной 
жизни.
Задачи.
i . ’ • I  * /  .< f  .  ■ I
1. На черт. 127 изображен конус с радиусом основания 
QB — 3 м и образующей SB =  8 м; на черт. 128 изображена 
развертка его боковой поверхности, имеющая форму сектора. 
Вычислить: 1) длину окружности основания конуса, 2) длину дуги 
сектора (черт. 128), 3) площадь этого сектора.
2. Вычислить боковую поверхность конуса, имеющего радиус 
основания г —  4 см и образующую /== 5 см (тс=3,14).
■* 62,8
3. Определить боковую поверхность конуса, имеющего радиус
основания г и образующую I.
Вывод. Боковая поверхность конуса равна произведению длины
окружности его основания на половину его образующей.
•  -  . ' N  •  *  • • •  « ’  •  • V
-А.
Вопросы. 1) Как изменится боковая поверхность конуса, 
если радиус его основания увеличить или уменьшить в два, 
три и т. д. раз?
S
2) изменится боковая поверхность конуса, если его обра­
зующую увеличить или уменьшить в два, три и т. д. раз?
3) Как изменится боковая поверхность конуса, если одновре­
менно увеличить радиус его основания в 6 раз и уменьшить его
образующую в 2 раза? Отв. Увеличится в 3 раза.
состоит полная поверхность
У к а з а н и е .  Боковая поверхность конуса есть функция ра­
диуса его основания и
4)
5) По данным задач 1 и 2 вычислить полную  поверхность конуса. 
А. Вычислить боковую и полную поверхность конуса, диаметр,
основания которого рш5ен 2,4 см, образующая — 4,5 см.
- 5. Определить радиус основания конуса, если его боковая по-
> а )щая равна 15 дм.
(с точн. до 0,1V.
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§ 80. Объем конуса.
У к а з а н и е .  Измерением емкости цилиндра и конуса, имеющих 
одинаковые основания и высоты, можно установить но способу, 
указанному в § 58, что емкость конуса составляет одну треть 
емкости цилиндра, поэтому объем конуса равен одной трети произ­
ведения площади его основания на высоту.
Обозначив радиус основания конуса через г, диаметр через <2, 
высоту — h, объем — V, получим
. . . . . . .  (25)
Вопросы . выражает в этой формуле каких
единицах выражается объем конуса? 3) .Как изменяется объем
конуса
конуса с изменением радиуса его основания в два, три и т. д. 
ето высоты в два, три и т. д. раз? при одновременном увеличении 
радиуса основания в 5 раз и высоты в 2 раза?
От в. В 50 раз.
есть функция радиуса его осно­
вания и ВЫСОТЫ. '
Задача. Вычислить объем конуса, радиус основания которого — 
2,1 см, высота =  20 см.
81. Поверхность шара.
У к а з а н и е .  При вращении полукруга АтпВ (черт. 129) вокруг 
неподвижного диаметра АВ  до полного оборота получается форма
л Л
П
Черт. 129. Черт. 130.
9 Рабочая книга по математике, Ч. I.
объема, называемая шаром (черт. 130). Центр О вращающегося 
полукруга называется центром шара.
Отрезок ОС (черт. 130), соединяющий центр шара О с точкой С
N
его поверхности, называется радиусом шара.
Вопросы. 1) Сколько радиусов можно провести в шаре?
2) Равны ли они между собою?
У к а з а н и е .  При отсечении какой-нибудь части шара пло-
\
скостью, место сечения имеет форму круга (черт. 131).
^  Вопросы. 1) Как изменяется раз-
Л  мер сечения при изменении расстоя­
ния его от центра шара? В каком 
случае он увеличивается? Когда он 
уменьшается? Когда он наиболь­
ший ?
2) Чему равно расстояние наи­
большего круга сечения от центра 
шара?
3) Сколько таких наибольших кру­
гов сечений можно провести в шаре?
4) Где помещаются центры всех 
наибольших кругов шара?
У к а з а н и е .  Наибольший круг се­
чения называется большим кругом шараЧерт. 131. Ф
Вопрос. Чему равен радиус большого круга?
У к а з а н и е .  Все большие круги в одном шаре равны. Большой 
круг делит шар на две равные части, которые называются
полушариями.
Вопросы. 1) Какой большой круг делит земной шар на северное 
и южное полушария? 2) Какой большой круг делит земной шар 
на восточное и западное полушария?
У к а з а н и е .  Опыт показал, что если покрыть равномерным 
слоем сусального золота поверхность шара и боковую поверхность
вдра с диаметром основания и высотой, равными диаметру 
, то на позолоту шара и цилиндра пойдут равные количества 









Обозначив радиус ш ара через R , диаметр через D ,
его — S ,  получим:
S  — 4-^i?2 — к/)2
•г
Вопросы. 1) Во сколько раз поверхность шара больше площади 
его большого крута?
2) Как изменяется поверхность шара при изменении его ра­
диуса в 2, 3 и т. д. раз?
У к а з а н и е .  Поверхность шара есть функция его радиуса. 
Задача. Определить поверхность шара, диаметр которого
равен 2,5 см (я =  3,14).
82. Объем шара.
На чертеже 132 изображены полушарие и конус.
Вопрос. Показать, что 
радиус основания и вы­
сота данного конуса рав­
ны радиусу полушария.
У к а з а н и е .  Измере­
нием емкости конуса и 
полушария, построенных, 
как указано на черт. 132, 
можно установить, что д  
объем полушария в . два 
раза больше объема ко­
нуса, имеющего основа­
нием большой круг полушария и высотой радиус полушария.
Вопросы. 1) Чему равны радиус основания и высота конуса 
(черт. 132), если радиус полушария равен 5
2) Вычислить объем этого конуса.
3) Вычислить объем шара этого же радиуса.
4) Вычислить объем шара этого же радиуса.
5) Обозначив радиус ^полушария (черт. 132) через R, опре­
делить:
а) Объем конуса (черт. 132). Отв. -  -  хй*.О
6) Объем полушария,
в) Объем шара.
О бозначив объем ш ара через V ,  радиус через R  и  диаметр
через А . получим
(27)
Вопрос. Как изменяется объем шара с изменением его 
радиуса в  2, 3 и т. д. раз?
У к а з а н и е .  Объем шара есть ф ун кц и я  его радиуса или 
диаметра.
Задача. Определить объем шара, диаметр которого равен 
15 см — ЗД4).
У к а з а н и е .  Цилиндр, конус и шар относятся к  геометри­
ческим телам, называемым теламг1 вращ ения.
Задачи.
1. Определить объем цилиндра, если его боковая поверхность 
равна 251,2 кв. м, а радиус его основания равен 5 м.
Отв. 628 куб. м.
J
/3
2. В цилиндре помещен шар, который 
касается боковой поверхности и обоих 
оснований цилиндра. Определить полную 
поверхность и  объем цилиндра, если ра­
диус шара равен 6 см.
Отв. 678,24 Кв. С М  и 1356,48 куб. см.
3. Определить полную поверхность и 





А В  =  8 м, ВС
треугольника 
катета А В , 
6 м, А С  — 10 м.
если
1
4. Решить предыдущую задачу, если 
прямоугольный треугольник будет вра­
щаться вокруг катета ВС. Сравнить по­
лученные результаты с ответами предыдущей задачи. 




рядом 5 равных шаров так, что они 
а крайние касаются противоположных 




6. Куча гравия, сложенного на шоссе, имеет форму конуса
с окружностью основания 12,56 н высотой 1,02 Сколько 
весит этот гравий, если известно, что 1 м гравия весит 
1 090 ?сг? Отв. 4 655 кг (с точи, до 1 кг).
7. Что будет стоить позолота внутренней поверхности чаши,
/
имеющей вид полушара с радиусом 10 см, если на 1 кв. см идет 
0,6 г золота, а грамм золота с работой стоит 50 к?
Отв. 188,4 руб.
8. Образующая конической поверхности лагерной палатки 
на 1% м длиннее диаметра основания палатки, а вместе они 
составляют 9% м. Сколько кв. м холста пошло на палатку?
Отв. 34,5 KQ. м.
9. Литой стальной конус весит 120 кг. Определить высоту 
этого конуса, если г =  2 дм (уД. вес ста ли = 7 ,5 ).
Отв. 3,8 дм (с точн. до 0,1).
*
10. Стальное ядро морского орудия имеет вид цилиндра
с конической верхушкой. Диаметр основания цилиндра равен 3 дм, 
ето высота равна 0,9 м, а длина всего ядра равна 1,4 Опреде­
лить вес ядра (уд. вес стали =  7,5). Отв. 565,2 ш.
11. Конус, полушар и цилиндр имеют равные основания с ра-
• *
диусом г. Высота цилиндра и конуса равны радиусу полушара. 
Определить: а) отношение объемов этих тел? б) отношение кри­
вых поверхностей полушара и цилиндра. Отв. 1 : 2 : 3 ;  1:1.
12. Бревно цилиндрической формы плавает в воде в гори­
зонтальном положении так, что половина бревна погружена 
в воду. Длина бревна 15 м. Диаметр его поперечного разреза 
равен 0,5 м.Сколько тонн воды вытесняет бревно? Чему равен 
ето удельный вес? Отв. 1) 1,5 т (с точи, до 0,1); 2) 0,5.
13. Па железную трубу с диаметром 4 дм пошло 376,8 кв. дм
железа. Определить длину трубы. Отв. 60 дм.
14. Определить вес медного полого шара, толщина стенок 
которого равна 2 см, а внутренний радиус равен 1 дм (уд. вес
меди 8,94; % 227 Отв. 27,3 кг (с точн. ДО 0,1).
/
15. Сколько весу потеряет в воде стальной шар с радиусом 2
Р а б о т а  № 11.
ПРОПОРЦИОНАЛЬНОСТЬ И ПОДОБИЕ.
Отношение. Пропорция. Прямо - пропорциональные величины. 
Обратно - пропорциональные величины. Пропорциональное и 
обратно - пропорциональное деление. Перемещение членов про<
порции. Подобные фигуры. Масштаб.
✓
§  83. Отношение.
/
Задачи.
1. Даны отрезки а ж Ъ (черт. 134).





а больше отрезка Ъ 
отношение отрезка а 
отрезку b ). Определить 




а) метра к  дециметру;
б) дециметра к  метру;
в) метра к  аршину; сантиметра к  вершку;
г) грамма к  килограмму; килограмма к фунту; золотника 
к грамму; литра к куб. сантиметру.
Вывод. Отношением д вух  чисел  называется частное от деления
одного числа на другое
аъ У к а з а н и е .  1. Числа а и 6, составляющие отношение на-
0ч
зываготся членами отношения: а — предыдущий член, Ъ —последую
щии член.
У к а з а н и е  2. а Ъотношения -г-ж — называются -о а
Примеры. Написать отношения следующих пар чисел:
1 11) 5 И ю ; 2) 20 И 40; 3) 15 и ю ; 4) 30 И 20; 5) 3 —  И  2 —
2 1
б') 1 — И 2 — V) 3 8 Указать, какие из этих отношений равны.
§ 84. Пропорция.
У к а з а н и е .  Равенство, двух отношений называется пропор-
1/шеи.
Пример. 2 : 4 =  5 :10 . (1) или 24
5
10 • • . (2)
I. Задачи.
пропорции?
расположения членов пропорции (1) назвать
— в пропорции (2).крайние члены и средние члены; тоже 
3. Перемножить между собою крайние члены (т.-е. найти про­
изведение крайних членов).
4. Перемножить между собою средние члены (т.-е. найти про­
изведение средних членов).
5. Напнсать несколько пропорций и проверь 
пропорции, равно ли произведение ее крайних членов произве­
дению ее средних членов.
Вывод. Во всякой пропорции произведение крайних членов 
равно произведению средних членов (основное свойство
Напоимео. в пооштнии (1) имеем: 2.10 =  4.5.
к аж
II. Задачи.
1. Числа а, Ъ, с и d составляют пропорцию. Написать эту 
пропорцию.
2. Выразить равенством основное свойство этой
3. Выразить равенством основное свойство пропорции
а?: 8 =  6 :12?
4. Определить неизвестный член х этой пропорции
5. пришлось сделать для определения ними чле*
нами пропорции?
6. неизвестный член пропорции 20:5.






X7. Какое действие пришлось проделать для 
из этой пропорции с крайними ее членами? с их произведе­
нием?
ч
Вывод. Неизвестный крайний член пропорции равен произве­
дению средних членов, деленному на известный крайний член.
Неизвестный средний член пропорции равен произведению край­
них членов, деленному на известный средний член.
Ш. Задачи.
Определить х из пропорций:
1) х :8 =  5:6. 3) 6,5:1,3 =  х : 2 1
2
2) 4 : х — 2,5 : 313 4) з-=-:3 ,9  =  11 :х.jC
Упражнения. Составить пропорции из равенств:
J ) 2 • 16 =  4 • 8. 2) 12 • 9 =  4 • 27.
85. Прято-пропорциональные величины.
Задача. Рабочий получает в 3 дня 9 рублей; сколько он по
лучит в 6 дней?





2) Во сколько раз меньше времени нужно работать рабочему, 
чтобы получить заработок вдвое меньший? втрое меньший? 
вчетверо меньший?
3) В какой зависимости находится заработная плата рабо­
чего от времени работы (т.-е. как увеличивается или умень­
шается заработная плата при увеличении или уменьшении
в 2, 3, 4 и т. д. раз)?
У к а з а н и е .  Заработная плата есть функция, а время ра-
— аргумент.
Задача. Решить предыдущую задачу при помощи пропорции.
Время
работы.







2) Составление пропорции: 3 :6 =  9: х
шение Ч IS X
6 • 9 
3 18
4) Проверить пропорцию, подставив вместо х  найденную
числовую величину. П р о в е р к а .  3 : 6  =  9:18. От в. 18 руб.
Вывод. Две величины называются прямо-пропорционалъиымиг 
если, с увеличением или уменьшением одной из них в опреде­
ленном отношении, другая величина увеличивается или умень­
шается в том же отношении.
Задача. 5 ведер воды весят 60 кг. Сколько весят 10 ведер 
воды? (Решить задачу по указанной выше схеме).
Упражнение. Указать несколько примеров прямо-пропорцио­
нальных величин.
Задачи.
1. За 13 м сатина заплатили 7 руб. 80 коп. Сколько метров
сатина можно купить на 6 руб. 30 коп? От в. 10,5 м.
2. Из с одинаковым основанием,двух цилиндров
цилиндр имеет объем 23,5 куб. дм и высоту 6 дм. Какова высота 
второго цилиндра, если ето объем равен 4,7 куб. дм?
От в. 1,5 дм.
3. Медный шар при объеме 6 куб. дм весит 53 кг. 




4. 28 землекопов 60 килограммометров • работы.
42 землекопа?
произвели
Сколько килограммометров работы произведут 
( У к а з а н и е .  Килограммометр есть работа при поднятии 1 кг 
на высоту 1 м.)
5. 350 вагонов совешнили работу 10 000рш о ю ооо тонн-километров. 
Какую работу совершили 280 вагонов? ( У к а з а н и е .  Тони-кило­
метр есть работа вагона при перевозке 1 тонны груза на расстоя­
нии 1 километра.)
6. 36 землекопов, копая канаву, выкинули 720 кг земли на 
расстояние по глубине в среднем 3 м. Сколько нужно
выкинуть 540 юг земли на расстояние по глубиненов, чтобы 
в среднем 5 м? ( У к а з а н а е .  
землекопов в килограммометрах
работу"




число рабочих увеличится вдвое?
6 дней; во сколько
время , если
10Т
2) Во сколько раз увеличится время работы, если число рабо­
чих уменьшится вдвое? втрое? вчетверо?
3) Почему можно назвать время работы функцией, а число 
рабочих — аргументом? Или, наоборот: число рабочих функцией, 
.а время работы аргументом?
4) В какой зависимости находится время работы от числа 
рабочих? -
Задача. Решить предыдущую задачу при помощи пропорции^





2) Составление пропорции: 
3} Решение пропорции: х
х  дней




Сравнить способ составления пропорции в этой задаче и 
в  задачах § 85.
Вывод. Две величины называются обратно-пропорциональными, 
•если, с увеличением (или уменьшением) одной из них в опре­
деленном отношении, другая величина уменьшается (или увели­
чивается) в том же отношении.
Задача.. Если лампа будет гореть три часа в день, то керо­
сину хватит на 30 дней; на сколько дней хватит керосину, если
лампа будет гореть два часа в день? (Решить эту задачу по ука­
занной выше схеме.)
Упражнение. Указать несколько примеров обратно-пропор-
1. Два шкива с диаметром 8 см и 12 см соединены бесконеч-







содержит 240 страниц по 1 »оо оукв на i 
юром издании книга имела на странице
Сколько страниц во втором издании книги? Отв. 270.
замощения двора требуется
0,3 X 0,4 кв. м.
плит размером 0,5 X 0,5




4. Из двух тел одинакового веса первое имеет объем 16 к у б .  д м .
и удельный вес 1,2. Определить удельный вес второго тела,
Ore. 0,8.
жилая
если его объем равен 24 куб. дм.
5. При населении города 1 200 000 человек, средняя 
норма на каждого жителя равна 8 кв. м. Как изменится средняя 
жилая норма при увеличении населения на 400 000 человек при 
том же жилищном фонде? От в. Уменьшится на 2 кв. м. '
§ 87. Перемещение членов пропорции.
Даны пропорции, составленные из одних и тех же членов
2:6  — 3:9  . 
9 :6  =  3 :2  .
* *
• •2 : 3 =  6 : 9 . 
6 : 2 =  9: 3 .





2. Указать, каким перемещением членов пропорции (1) по­
лучены пропорции (2), (3) и (4)?
Вывод. Пропорция не нарушается, если переменить места: 
1) крайних членов, 2) средних членов, 3) места членов в каждом 
отношении пропорции.
Упражнение. Проверить предыдущий вывод на нескольких; 
пропорциях.
Ф
§ 88. Пропорциональное деление.
Задача 1. Химически чистая вода состоит из водорода и  
кислорода, при чем вес водорода относится к  весу кислорода, 
как 1 :8 . Какое количество водорода и кислорода содержится 
в 36 кг чистой воды?
Р е ш е н и е .  Согласно условию число 36 нужно разделить на 
две части так, чтобы они относились друг к  другу, как 1 :8 ; 
другими словами, число 36 нужно разделить на две части так, 
чтобы в одной части содержалась одна доля, а в другой — во­
семь таких же долей; для чего достаточно число 36 разделить 
на 8 +  1, т.-е. на 9
ъ
долю, а для кислорода
и для водорода взять одну 
восемь таких долей.
С х е м а  р е ш е н и я :  .
1) 1 +  8 =  9; 2 ) 3 6 : 9  =  4; 3) 4 X 1  =  4; 4) 4 X 8 = 3 2 .
Ш
У к а з а н и е . числа на части,
данным числам, называется пропорциональным 




Число 45 42 56 72 108 144 136 162
1 8 6  i
в отноше­
нии 4 :5 1 :5
•
3 :5 2 :7 17:19 5 :7 2:15 7:11 7 :5
Задача 2. Периметр треугольника равен 64 см. Стороны тре­
угольника относятся, как 4 : 5 : 7 .  Определить стороны треуголь­
ника.
Р е ш е н и е .  Согласно условию, число 64 нужно разделить 
на три части, пропорциональные числам 4, 5 и 7; для этого до­
статочно число 64 разделить на 4 +  5 +  7, т.-е. на 16 равных 
долей; для первой стороны треугольника взять 4 таких доли, 
для второй стороны — 5 долей, для третьей — 7 долей.
С х е м а  р е ш е н и я :
1) 4 +  5 +  7 =  16; 2) 64:16 =  4; 3) 4 X 4 = 1 6 ;  4) 4 X 5  =  20;
5) 4 Х  7 =  28;
или короче: I сторона= 6416 II сторона =
64
III сторона =  — • 7 28
Упражнения. Разделить:




5:7:6 3:5:7 7:8:10 2:3:5 2:3:4
Задача 3. Заменить отношение дробных чисел 2 53 : 8
шнек целых чисел. 
Р е ш е н и е .
отноше-










отношениемУ праж нения. Заменить: 1) отношение 1 12 3
целых чисел; 2) отношение 5 87 9 отношением целых чисел;
3) отношение 3 23 5
1
7 отношением целых чисел; 4) отношение
3 53,5:2—  отношением целых чисел; 5) отношение 3—  гботноше-
8 6
япем целых чисел.
У к а з а н и е .  Бели все члены отношения делятся на одно 
и то же число, то отношение можно сократить на это число. 
Пример. 56 : 42 : 21 =  8 : 6 : 3.
Задача 4 . Разделить число 39 на три части, пропорциональ­
ные дробным числам
Р е ш е н и е . 1
1 • 1 • 1
2 ' 3 * 4 *
f • 1 6. * 4 ♦ 3
3 ' 4 ““' 12 * 12 ' 12 6 : 4 : 3
I число 396 -р 4-{- 3 . 6 =  3 • 6 =  18;
И „ _  39 ~  13 • 4 =
и•СО11 = 12;
III „ _  39 “  13
О __- о — 11СО•со11 = 9.












l l  • i 3, 
3 • 4
2 . 5 . 1  
3 ' 8 ' 6
2 . 3 . 1
7 ' 5 ' 2
Задача 5. Неравноплечий рычаг, длиною 40 см, находится 
в равновесии, когда к длинному плечу привешен груз 3 
а к короткому плечу — груз 5 кг. Найти длины плеч рычага.
Р е ш е н и е .  Известно, что для равновесия рычага необходимо, 
чтобы длины плеч его были обратно-пропорциональны приве­
шенным к ним грузам; поэтому длину рычага, т.-е. число 40, 



















• 3 =  15 см.
Задача 6. Разделить число 168 на части, обратно-пропорцио­
нальные числам 3, 5 и 6.
Р е ш е н и е . 1 1з 5
1
6
10 : б ": 5;
I число 16821 • 10 =  80 II число
168
21
• 6 =  48;
vrr 168111 число =  —— • 521 40.
Задача 7. Разделить число 225 на части, обратно-пропорцио-
2 4 1нальные числам —, 1— и 2—3 5 4
о
Р е ш е н и е . 1 1 1
%  * 1% ' 21U
27 : 10 .' 8:
I  число 225
45
. 27 =  135; II число 225
~45~
• 10 =  50;












получили за некоторую работу 825 руб. 
В первой артели было 21 чел., во второй артели 16 чел. и
18 чел. Сколько должна получить каждая из этих
Отв. 315 руб.; 240 руб.; 270 руб. 
е трех книг, — одна в 120 страниц по 50 строк 
лття.я — 150 страниц по 45 строк, третья — 
-  заплачено 1 660 руб. Сколько стоило
Отв. 48 руб.; 54 руб.; 64
2.
в
200 страниц по 40 строк,
печатание ЧТ/
3. машины и
ту же работу — первая в 3 дня, вторая в 4 дня, третья в 5 дней. 
Вое три машины имеют вместе мощность в 94 лошадиные силы.
Сколько лошадиных сил составляет каждой
Отв. 40 сил; 30 сил; 24 силы.
89. План и числовой масштаб.


















Задача 1. На- Чер'г. жоо.
1 _ с =  60°; Z .B
700
чертить план
участка ABCD  (черт. 135), полагая, что /_^А
=  £  D =  120°; АВ  =  DC =  300 м; BG =  AD
Р е ш е н и е .  Так как на бумаге нельзя начертить отрезки 
длиною 300 ми 700 м,то уменьшим каждый из них в одина­
ковое число раз, наир., в 10 000 раз. Тогда вместо 300 м полу­
чим 3 см, вместо 700 м получим 7 см. Строим затем (черт. 135>
60° и на его стооонах откладываем отрезки
при точке
7 см и, наконец, замы-
угол А х = £ кА
А ХВ Х =  3 см и
L B i =  L B
р
A XDX =  1 см. Затем 
120° и откладываем
каем чертеж отрезком GXDX) измерив который, получим CXDX 
3 см (это покажет, что построение сделано правильно). 
Полученный таким образом чертеж A XB XCXDX есть план уча­
стка A BCD.
14О
У к а з а н и е  2. Отношение каждой стороны плана (или карты)
штабом плана.
Числовой масштаб плана в задаче 1 равен
3 см: 300 м 30000 Ю000*
У к а з а н и е  3. На черт. 136 изображен линейный масштаб 
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Каждый сантиметр этого масштаба условно изображает длину
100 м 110 0J0 100 м — 1 см
Измерив делениями линейного масштаба какой-нибудь отре­
зок на плане, мы получим в метрах действительную длину , соот­
ветствующего отрезка снятой на плане фигуры.
У п р аж н ен и е. Построить линейный масштаб для плана с чнс-
1 1 1
100’ 1000 ’ 100 000ловым масштабом 
З а да ч и .
1. Сравнить по величине углы фигуры ABCD  на местности 
€ углами той же фигуры на плане в задаче 1.
2- Найти отношение стороны А ХВ Х плана к стороне АВ  на
ч
местности в той же задаче 1; стороны В ХСХ к ВО; CXDX к CD.
3- Сравнить между собой найденные отношения сторон:
А ХВ Х . В ХСХ . CXDX
А В ВС CD
90. Подобие фигур.
У к а з а н и е .  1) Две фигуры (черт. 137 и 138), в которых 
L A - L A o ,  L C - L C o  Z > = Z . A  и
А В
А ХВ Х
ВС CD D E ЕЛ






утлы обыкновенно обозна- 
значками (напр., А  и  А и
2) Равные углы 
ственными  углами, 
чаются одинаковыми 
В  и В,и т. д.).
3) Пропорциональные стороны, образующие равные 
в подобных фигурах называются сходственными сторонами 
А В  и А гВ г, В С  и В хСг, CD  и C XD X и т. д.). -







5) Итак, две фигуры подобны, если х соответственные углы
(т.-е. отноше-
сходственные
равны и сходственные стороны пропорциональны 
ния сходственных сторон равны).
У праж нения. 1) Начертить на-глаз два подобных тр-ка А В С  
и А хВгСх;2) назвать их соответственные углы; 3) назвать их
стороны; 4) записать пропорциональность 
в этих тр-ках; 5) начертить на-глаз два подобных 
ника, A B C D  и  A ^ ^ C ^ D ^ ,  6).назвать соответственные углы в этих 
фигурах; 7) назвать сходственные стороны в этих 
8) записать пропорциональность Их сходственных сторон.
Задачи.
1. Построить три треугольника с 
нами (напр., один со сторонами 2 см, 3 см, 4 см, другой со сто-
ронами 4 см, 6 см, 8 см, третий — 6 см, 9 см, 12 
нием убедиться, что соответственные углы в этих тр-ках равны
а следовательно, эти тр-ки
2. Построить три тр-ка с соответственно равными углами и
что стошны их а
тр-ки
10 Рабочая книга ио матоматние. Ч. I*
Вывод. Д ля подобия треугольников достаточно установить
только одно из условий подобия: или пропорциональность сход• 
ственных сторон, или равенство соответственных углов, так как 
каждое из этих условий необходимо влечет за собой и второе условие 
подобия.
У к а з а н е .  Так как сумма углов в каждом тр-ке равна 180*
(см. 38),'то для подобия двух тр-ков достаточно, чтобы два угла
одного тр-ка были соответ­
ственно равны двум углам 
другого тр-ка.
Вопросы. 1) Подобны ли два 
прямоугольника на черт. 139? 
Какое условие подобия в них
Черт. 139. имеется, и какого 
подобия нехватает? -
условия
2) Подобны ли квадрат и ромб (черт. 140)? Какое условие
них имеется
В ы вод. Для подобия двух 
многоугольников необхо-





сторон. Черт. 140. >3
У к а з а н и е .  Подобие двух фигур обозначается знаком <х> 
(наир., Д  АВС со Д  АО^ ) ) .
, 1) Все ли квадраты подобны?
2) » » ромбы
4)
» » прямоугольники
» • » равносторонние 1
З адач и .
1 . / \  А В С  ос А ,В ,С  л А В  =  В; ВС  Найти
г и G1D1 (черт. 141).







проведена прямая DE  так, что 
DE, если АС — 7 см, А В  — б
Оше. 21/з см.
(
3. Из вершины С прямот© угла, тр-ка опущен нериен-
длкуляр CD на гипотенузу АВ. Показать, что вое три получен­
ных таких образом тр-ка подобны; указать сходственные стороны 
в этих тр-ках и записать пропорциональность сторон в двух 
малых тр-ках.
4. Представить на плане в масштабе 1 км 1 мм прямо­
угольник с основанием 30 км и высотой 15 км.
3
с
. ©пять план комнаты, в которой вы живете, в масштабе
и
Г $
1 Ж В 1 см.
6. Определить действительное расстояние между 
[Сиенам по карте СССР, пользуясь указанным в ней масштабом 
и циркулем.
7. Дан ДНЖ7 (черт. 148). Построить 
треугольник подобный /\А В С  так, чтобы 
его стороны относились к сходственным 
сторонам данного треугольника, как 3:2-
(АС =  6 см, А В — 5 см, ВС =  4 см
8. Даны два подобных треугольника, 
один со сторонами 5 см,6 см и 8 см, 
а наибольшая сторона другого равна 6 см.
Определить две другие стороны второго 
треугольника. Отв. З3/* см\ 4J/2 см.
ё ё
9. Башня отбрасывает тень длиной 16 м. В это же время
тень длиною 0,6 м.вертикальный шест длиною 2,3 м л* 
Определить высоту башни.
. 61,33 At,
1) На чертеже тр-к дан в уменьшенном размере.
у10. Даны два подобных треугольника, один со сторонами У 
12 см и 15 см, другой со сторонами 3 см, 4 см и 5
Показать, что отношение их периметров (см. § 76) равно отно-
е
J
шению их сходственных 
сторон.
11. Определить отно­
ш ение периметров двух 
подобных треугольников, 
если сторона одного тре­
угольника 6 м у а
Черт. 143.
ственная ей сторона дру 
С того 9 м.
12. Стороны треуголь
угольника равны 5
7 ^  и 8 дм. Периметр подобного ему треугольника равен 50 
О пределить стороны второго треугольника.





сходственные высоты пропорциональны сход
ственным сторонам.
14. одного ш  двух подобных треутольнжков равен
126 см, а стороны другого треугольника равны 5 см, 7 см и 9 см.
стороны первого треугольника.
Отв. 30 см; 42 см; 54 см.
Р а б о т а  №  12.
Н АЧАЛ ЬН Ы Е С ВЕД ЕН И Я  ИЗ ТРИГОНОМЕТРИИ.
Понятие о тангенсе и котангенсе острого угла. П ользование  
таблицами тригонометрических величин. Практические вычи­
сления с применением tg. Понятие о синусе. Понятие о косинусе. 
Интерполирование. Реш ение прямоугольны х треугольников.
§ 91. Понятие о тангенсе и котангенсе острого угла.
*  V.  • •
Задачи.
1. Вырезать из картона какой-нибу 
угольник, например, А В С  (черт. 144), и, из мер:
и А С , их А ВВ С '
2. Измерить транспортиром острые углы В  ж С  указанного 
треугольника.
3. Проведя на этом треугольнике прямую (черт. 144),
A Dвычислить отношение катетов
А С
пря- £
моугольного треугольника D A C  и изме­
рить его острые углы.
4. Сравнить отношения катетов
А В С  итреугольниковпрямоугольных 
A D C .
5. Сравнить острые углы указанных 
двух прямоугольных треугольников.
Вывод. Отношение катетов прямоугольного 
меняется с изменением его острых углов.
На черт. 145 дан прямоугольный Д  А В С .
У к а в а н и е .  Отношение катетов ^  (т.-е.
О»
. 144.
лежащего углу А ,  к катету, прилежащему к тому же
Ш
ввивается тангенсом угла
В С  j. , ,короче, -j~  =  tg A  (черт. 145). 
З адач и .
обозначается iangens А, или,
1. Написать отношение катетов, выражающих tg В  (черт. 144).
2. Вычислить величину tgA 
(черт. 145), измерив катеты 
ВС и АС.
Р е ш е н и е ,  tg А ВСАС
0,481.2,55,2
3. Вычислить величину 
Щ/^DAC;  tg / . jFAC (черт. 145), 




2) Как назвать отношения:
няется tg  л  при увеличу 
нии /_ А  (черт. 145)? (Срав­
нить результаты зад. 2 и В). 
ВС B F  GH
А О ’ A f "’ А Н  (ЧеРТ' 14в>?
3) Измерив отрезки ВС  и АС; DF  и AF; ОН  и АН, и вы­
числив отношения вопроса 2, указать, изменяется ли вели­
чина tg  А  от изменения длины сторон треугольника, или нет?
Точность 110
- • г .
( У к а з а н и е .  Д  АВС, Д  A D F  и
Д  A G H  подобны, т. к. их сходственные 
углы
. 143.
4) Может ли быть величина tg меньнц единицы? равна еди­
нице? больше единицы?
Выводы. 1) Данному острому углу соответствует определен- 
яая величина tg.
2) С изменением угла величина tg изменяется.
3) Равные углы имеют равные tg.
4) Данному значению tg соответствует определенный острый
i
угол.
5) Величина tg может быть меньше, равна и больше единицы. 
Вопрос. Можно ли назвать tg А функцией угла А, и почему? 
У к а з а н и е .  Величина, обратная тангесу, т.-е. отношение
катета, прилежащего к углу, к катету противолежащему, наир., 
AG AF АН .— —fr, (черт. 146), называется котангенсом этого угла; 
ВС FD  НС 4 г
обозначается: cotangens А, или короче, ctg А;
—  =  ctgJ..
У к а з а н и е .  tgA и ctg А называются тригонометрическими 
функциями угла А (т.-е. зависят от угла А).
3
4. Построить угол A, e c n H t g J . = — .
Р е ш е н и е .  Отроим прямой угол АВС (черт. 147) и откла­
дываем на одной стороне его 3, а на другой 4 произвольных 
равных отрезка, начиная от вер­
шины угла. Конечные точки соеди­
няем гипотенузой. Угол А — иско­
мый угол. ,










приведена таблица величин 
гонометрических функций, 
числе t.g и ctg, для всех углов 
от 0 до 90° на каждый градус, вы­
численных с точностью до третьего десятичного знака
. 147.
§ 92. Пользование таблицей
■
Таблица, помещенная в приложении № 1, имеет 6
и и внизу значок О ий
первом столбце
5°, 6 11°, 12 36 42 45низ; С°, 1°, 2 . . .
В шестом, т.-е. последнем столбце, числа градусов идут,
увеличиваясь снизу вверх: 45 
88°, 89°, 90°.
О 46 56°. 57Ф 80
таблицы (2-й, 3-й, 4-й, 5-й) имеют
именно
циями
bus, и, наоборот, снизу cosinns, cotan gens, tangens, sinus.
Пока мы познакомились только с тригонометрическими функ- 
tg  и ctg. До остальных мы дойдем своевременно и о них 
сейчас говорить не будем. Итак, в данной таблице будем интере­
соваться двумя средними столбцами (3-м и 4-м).
• v
Третий столбец имеет вверху заголовок tangens, а внизу — 





находим в 1-м столбце 
те находится это число
и, идя направо
находим
столбце (т.-е. под заголовком tangens), самый тангенс =  0,532.
Если мы желаем найти tg  угла, большего чем 45е, например, 
63°, то прежде всего находим в 6 столбце, читая снизу вверх 
число 63° и, идя налево по той строке, где находится это число 
63°, находим в 4-м столбце (т.-е. над заголовком tangens) самый 
тангенс, равный 1,963. . •
Для отыскания ctg следует поступать подобным же образом: 
числовую величину котангенса находим в 4-м столбце (т.-е. 
заголовком cotangens), если угол меньше 45°, и в 3-м столбце 
(т.-е. над заголовком cotangens), если угол больше 45°.
П римеры  (проверить по таблице):
1) tg  17
2) tg  40
3) tg  59











Ctg 82° =  0,141
1. величину тангенса и котангенса углов: 13°, 87°, 46
к а з а
* • . V.
. i
можно решить 
найти соответствующий ему угол.
> з-
V.. 1 ли величину к ее, вы





Тем же правилом руководствуются для отыскав 
котангенсу.
Примеры (проверить по таблице):
угла по
1) tg X == 0,577; X - II со °о
2) tg  == 2,475; X == 68°
ОО О OQ 8 и= 3,271; X =*= 17°
4) Ctg = 0,194; X - -  79°.
2. Найти из таблицы величину углов на ч< 
дусах, вычислив предварительно их тангенсы
3. Найти величину угла А  на черт. 146 
вычислив предварительно его ко­
тангенс с точностью до 0,001.
4. Построить угол в 25° по 
его tg.
Р е ш е н и е .  Из таблицы имеем
0,466 (проверить). Откла­
дываем отрезок А С  = 1  д м 1)
(черт. 148). Восставим из его кон­
ца С перпендикуляр и отложим
в целых градусах.
t g  25
4
Черт. 148.
на нем отрезок СВ =  0,466 дм, т.-е. 46,6 мм. Концы А  и  В  полу­
ченных отрезков соединяем; угол А  искомый. 
5. Построить угол в 52° по его tg.
У К а з а н и  е. Построение угла по tg  
транспортиром.
построения его







устои которого ДОЛ SK­
IT т е ч к а х  В ж С





ж; 37  е.
*) Чертеж дан в уменьшенном размере.
153
Тогда ВОАС tg  А, откуда ВС =  АО• tg 120 • tg 37е.
Из таблицы имеем: tg  37° =  0,754 (проверьте!), а потому 
ВО — 120 • 0 ,754=  90,48 м (проверьте!).
2. Определить высоту фабричной трубы (черт. 150), если 
измерением найдено: А С — ЬОм, / _ А  =  20°, высота измеритель­
ного прибора 1,5 м.
Черт. 150.
3. Дорога поднимается в гору на 1,6 м на каждые
по горизонтали. Определить угол, кото-12 м,
рый дорога образует с горизонтом (черт. 151).
Р е ш е н и е ,  tg А ВО _  1,6 А О ~  12 0,133. Чтобы найти /_А,  надо
Ф
9
и I ь X
. 151.
наити числовую величину
тангенса, т.-е. 0,133, в та-
*  .1
блицах.
В таблицах ни в 3-ем, 
ни в 4-м столбце такой 
величины нет. Тогда бе-
Л
рем в столбце 3-м 
жайшую величину 0,141
ж находим: £ 4  == 8° (приблизительно).




от 0 до 90°.






§ 94. Понятие <г синусе острого угла.
В § 91 мы рассмотрели, отношения катетов (tg и ctg). Рас­
смотрим другие отношения сторон прямоугольного треугольника. 
(Перечертите чертежи 145.и 146).
У к а з а н и е .  Отношение катета противолежлщего углу  к ги-
( ВС \потенузе I-j-g , черт. 145) называется синусом этого угла (А );
обозначается sinus А , или, короче:
ВС . ,=  sm A tА В
Задачи.
1. Написать отношение, выражающее sin В  (см. черт. 145).
2. Вычислить величины sin ВАС ; sm ВАС\ sin L  FAP>
(черт. 145).
Вопросы. 1) Изменяется ли величина s|n от изменения угла, 
и каж! (Сравнить результаты вычислений в предыдущей
2) Как назвать отношения
ВС DF GH ,
А В ; АВ’ АСЧ^ерт' 146^?
3) Изменяется ли величина sin угла от увеличения длины его
сторон? (Вычислить на черт. 146 величины отношений ^
DF GH 1
AD * AG 0 Т0ЧН0СТЬ1° Д° jo  и сРавыить между
4) Может ли катет быть больше гипотенузы?
5) Может ли величина sin быть более единицы?
Вывод. 1) Данному острому углу соответствует
величина sin.
2) С изменением угла величина sin изменяется.
3) Равные утлы имеют равные синусы.
4) Данному значению синуса соответствует определенный 
острый угол.
5) Величина sin не может быть больше единицы (вш ^4=^1).
угла А,Вопрос. Можно ли назвать sin A  < 
У к а з а н и е .  В приложении 1 
для углов от 0 до 90°, на каждый градус.
синусов
пользования
лишь в том, что для sin 
и пятый
те же, что и для tg.
Отв. 0,423.
З адач и .
1. Найти по таблицам sin 25е.
2. Н айти по таблицам sin 78°.
0,978.
3. Найти sin 18°; sin 45°; sin 85°; sin 69 .
4. Найти, вычислением синусов углы : В А С ;  ; FAG
(черт. 145)).
5. Построить угол А ,  если sin А 23 Ч
Р е ш е н и е .  Строим прямой угол (черт. 152) и на одной сто-
f
роне его откладываем от вершины 
прямого угла два равных отрезка 
произвольной величины. Из конца В  
полученного отрезка С В  радиусом,
С
равным трем отрезкам той же вели­
чины, как и раньш е, засекаем другую 
сторону прямого угла  в точке А .
Точки В  и А  соединяем прямой. 
У гол А  будет искомый.
если sin 35
7. Построить острый угол Х у  
если sin х  = 0 ,669 .
Наблюдатель, находясь на вер­
шине холма в точке А  (черт. 153), 
измерением нашел угол С А В  —  25° 
(угол Л И Н откоса холма А В Черт. 153.
i
\ горизонтом С А )и длину откоса холма 20,6 м. Опреде-
гить высоту холма А В .  
Р е ш е н и е .  / _ А В В / С А В .
sin 25е: А В  —  А В  sin 25°.
20,6 • 0,423 =  8,7 м( с точностью до110
9. 153), если измерением найдено:
18°, м.
10 натуральных тригонометрических
величин, как изменяется величина синуса с изменением угла 
от 0° до
95. Понятие о косинусе острого угла.
У к а з а н и е .  Отношение катета, прилежащего углу, к гиио-
(
АС  \
д д , черт. 145) называется косинусом этого угла (А), обоз-
. АС ,начается cosmus А, или короче, —гъ — cos А.
A JJ
Вопросы. выясншъ
величина cos угла от длины величины
косинус быть больше единицы?
АС АС АС
2) Как называются отношения ~ д ] р ' (чеРт- 145) 
Задачи.
I > и1. вычислить величины отношений предыдущего вопроса 
по найденным числам, пользуясь таблицами, пайти величины 
углов в градусах.
П р и м е ч а н и е .  Правила пользования таблицами те же, что 
для tg и sin.
2. Найти cos 25е, cos 18е, cos 73е, cos 48°.
3. Проследить по таблицам, как изменяется величина коей
нуса с изменением угла от 0° до 90®.
4. Построить угол , если ces 23
Р е ш е н и е .  Строим прямой угол АСВ 
(черт. 154). На одной стороне угла откла­
дываем 2 произвольных равных отрезка и 
радиусом, равным трем таким отрезкам, из 
точки А засекаем сторону ВС. Точки А и В
Угол А — искомый.соединяем.
5. Построить угол х, если cos х 35
4
6. Построить угол х, если cos ж =  0,
У к а з а н и е .  Тангенс, котангес, синус и косинус называются
тригонометрическими функциями.






60 градуса, обозначаются знаком'), или же искать уг#л
по тригонометрической функции, величина которой в таблицах 
не находится.
Задачи.
I. Н айти sin 36°43'.




0,602 d =  14.
Отсюда имеем: разность в угле 1О 60'
я „ синусе d =  0,602— 0,588 =  0,014;
для краткости разность синусов записывается d — 14, при чем 
надо помнить, что здесь разумеются тысячные доли.
с достаточной для наших вычислении точ­
ностью, что в пределах одного градуса sin изменяется равно­
мерно, запишем:
на 60' разность в sin .
43 • . •
. 14
. х
откуда, считая, что в пределах одного градуса изменения синуса 
пропорциональны изменениям угла, составляем пропорцию:
60 :43 =  14: х,
и решаем ее:
х 43 • 14 60 10 (с точи, до 1).
как с увеличением угла величина синуса возрастает
из , то
sin 36 0,588















X 60 : 43 =  10 : х.
х 43 • 10 60 7.
Так как с увеличевием угла величина cos убывает (умень
ш ается), то
cos 36о 0,809
+  43' . . .
, щ Г
7 > ( поправка на 43' вычитается)'
COS 36°43 0,802
3. Найти tg  36° 43'.
4. Найти Otg 36° 43'.
Обратная задача.
5. tg  у  —  ОД33; наити угол у. 










а =  10 (тысячных).
а потому на 60' разность в tg
* ж' „ „ tg
• • . 18
. 10
6 0 ': х 18:10;  ос' 60' • 10 18 33' (точн. до 1 мин).
Так как с возрастанием tg  величина угла увеличивается, то*
tg  7 0,123
-f- 3 3 ' . . .  — 10 [ поправка 33' прибавляется).
tg  у  =  tg  7° 3 3 '=  0,133 V =  7 °3 3 '.
6. Дано: ctg у =  0,133. Найти угол у. 








р  • , *
• 0,141 
0,123 d == 18
2) Ctg 83° =  




: х ' —  18 :10; 





Имея в виду, что с увеличением ctg  величина угла умень­
ш ается, получим
ctg 83 0,123
3 3 ' 10 I (поправка 33' вычитается).
Ctg у =  ctg 82° 2 7 '=  0,133
7. Найти угол, если sin = 0 ,823 ,
» cos у =  0,790.
V =  82е 27'.
У к а з а н и е .  Вычисление поправок к табличным значениям 
пазы вается интерполяцией или интерполированием.
§ 97. Решение прямоугольных треугольников.
В прямоугольном треугольнике АВС  (черт. 155) обозначим
стороны через а, Ъ ж с, как указано на. 
чертеже.
В опросы . 1) Какую тригонометриче­
скую функцию по отношению к /  А вы-
в
А
аа  раж ает отношение — ? к / . В ?  2) Каку^о 




к углу В? 3) Отношения и ^ для 
тех же углов?
на черт. 155 треугольника имеем ряд








sin А —  cos В  . • т • • • (I)
cos А =  sin В  . • • •  • # (И)
tg  А--=  ctg  В  . • • • • • (Ш)





~  с  sin А  —  
-  с  cos А  —
= С COS В





т.-е. катет равен гипотенузе, помноженной на sin угла противо­
лежащего катету (или на cos угла прилежащего катету).
Из равенств (III) и (IY).
а =  b tg A  =  b ctg В 
b =  a cig А =  a tg В
т.-е. катет равен другому катету, помноженному на tg угла против-- 
лежащего искомому катету (или ctg угла прилежащего катету ) 
Из равенств (I) и (II) имеем
т.-е. гипотенуза равна катету, деленному на sin угла противо­
лежащего катету ( или на cos угла прилежащего катету).
Вопросы. 1) Сколько надо иметь данных величин (элементов) 
мз 6 элементов (3 стороны и 3 угла), чтобы решить прямоуголь­
ный треугольник (т.-е найти остальные величины)? Можно ли
решить прямоугольный треугольник, если даны только 
Упражнения. Решить прямоугольные треугольники, если:
1. Д а н ы  о б а  к а т е т а :
%
\ *•
1) а =2 6 1 ; Ь —380. Отв. </.А =  34° 29' ; с =  461.
2) а = 1 5 6 ; 5 = 1 3 3 . Отв. ^ Б  =  40° 28' ; = 2 0 5 .
2. Д а н ы  г и п о т е н у з а и о с т р ы й  у го л
3) е =  9,35 ; А ~  65° 14'.
4) е =  627 ; 23° 30'.
Отв. а =  8,5; 




3. Д а н ы  к а т е т  и о с т р ы
5) а =  18;
у го «а*
В  =  43°.
Щ а =  785,5; А  =  59° 45'.




с =  909,4.
4. Д а н ы  г и п о т е н у з а  и к а т е т .
\
а 16.
8) с =  697; — 5.18.
. Ь 
. Ь
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Р а б о т а  № 13.
О Т Н О С И Т Е Л Ь Н Ы Е  Ч И С Л А .
\
Числовая ось. Относительные числа (количества). Сложение, вы­
читание, умножение и деление относительных чисел (количеств).
§ 98. Числовая ось.
Па прямой MN (черт.. 156) от точки 0 вправо возьмем ряд 
точек, равноотстоящих друг от друга, положим, на один санти­
метр. (Можно брать расстояние в один дюйм, в один вершок 
и так далее, это
М о
■4-
/ - 2  9  з 5 J f
Черт. 156.
за начало счета этих делений точку 0, которую назовем 
просто началом. Каждая точка этого ряда находится на опре­
деленном расстоянии от начала. Каждой, точке соответствует число, 
выражающее расстояние ее (в нашем случае — в сантиметрах)
от начала.
Если продолжить этот конца
прямая
все целые числа: 1,2, 3, . . .
способом отрезки 0-1, 0-2, 0-3, 0-4 . . .  
геометрическими изображениями 
числовой прямой, или числовой осью. 
точками этой прямой и целыми числами
т.-е. каждой точке соответствует 
число, и каждому целому числу
соответствует вполне определенная точка.
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Вопросы. 1) Найти на числовой оси точен , соответствующие
числам 8, 10, 12.
2) Если взять на числовой оси какую-нибудь точку, находя­
щуюся между двумя рядом стоящими точками этого ряда, н а­
пример, точку Р (черт. 156), то выразится ли расстояние ее 
от начала целым числом сантиметров?
3) Каким числом выразится это расстояние?
4) Вообще, каким  числам соответствуют точки числовой оси, 
промежуточные между точками
5 )  Найти на числовой оси точки, соовеетствующие числам
— 1— 5—2 > 1  4 5 х 4 9 3 *
У к а з а н и е .  Если включить в указанны й ряд точек проме­
жуточные между ними точки, то на числовой прямой получим 
геометрические изображения не • только всех целых, но и  всех 
дробных чисел.
• •  .
Пример.. Начертить числовую ось, принимая за единицу рас­
стояния 12 мм, и отметить на ней точки, соответствующие
числам 3, 5, 8, 2у, 4~, 6-|
§ 99. Относительные числа (количества).
У к а з а н и е .  На черт. 157 изображена 
(числовая прямая), и на ней отмечена
линия MN
/ Л А 0
к а к а я -
м
* ■ i l . p r - . 6 l —  II.... - « И  ■ 4 ■•■■■■» ■■ ■ i  I » #  1  I t  I I Щ
8 У 6 S Ч 3 Л / О / Ч 9 6 J S
Черт. 157.
точка, от которой вправо и влево 
нибудь единицы длины (напр., сантиметры), 
изображена вертикальная ш кала 
или бумажная лента), на которой от 




равные отрезки, каждый из которых 
ратуры.
Задачи.



















быть известно, чтобы указать, где находится точка А  после 
перемещения на 5 см?
ноября термометрической
шкалы (черт. 158), 4 ноября температура изменилась на 2° оравн
тельно с температурой предыдущего дня. Сколько градусов
термометр 4 ноября? Почему нельзя ответить на этотпоказывал
вопрос? Что еще должно быть указано, чтобы ответ был возможен?
У к а з а н и е. Когда расстояние и ли  какая-нибудь другая вели­
чина (наир., температура, время, отсчитываемое от данного момента, 
капитал какого-нибудь лица или предприятия и  т. п.) может
противоположных направлениях или
то,
или вниз, в сторону увеличения или в  сторону умень
чтобы СУЛИТЬ об изменении величины,
ть, 1) насколько она изменилась (число) и 2) в какую  сторону 
, изменилась (направление).
3. Точка В (черт. 157) находится на 4 см вправо от точки 0. 
лазать, где будет находиться точка . если она последовательно
переместится вправо на 3 см? влево на 6 см? вправо 
и, наконец, влево на 10 еле?
Ртуть стояла 5 ноября на 4 деления выше (черт. 158);
температура понизилась на 6°; 7 ноября —  понизилась 
еще на 2”; 8 ноября — повысилась н а  I е; 9 ноября —  понизилась 







уменьшилась на 3 рубля, а в апреле — увеличилась руб.
сравнительно с мартом, в 
в  марте и апреле месяцах?
заработная плата рабочего
■>Л
к а з а н е .  Вместо того, чтобы обозначать направление, 
по которому изменяется величина, словами «вправо» или «влево»,
» или «вниз», «увеличилась» или «уменьш илась», усло­
вились заменять эти слова для краткости знакам и +  и — . 
При таком обозначении последовательные перемещения $очки В
гораздо короче, а  именно1задачу з) могут быть указаны  
В- 3 см ,—  6 см, +  2 см,— 10 см.
Упражнения. 1) Указать знаками и  числами последовательные 
«вменения температуры в задаче 4.
2) и п п  * «вменения
платы в задаче 5
Определение 1. Число со знаком называется
числом или количеством, наир
г
относительным
Число без знака называется числовой величиной количества или  
абсолютным числом, напр.
2, 7, 4, m 27 ’
Определение 2. Число со знаком -j-', нанр. r- f  5, называемся 
положительным количеством или положительным числом, число 
со знаком —, напр. — 5, называется отрицательным количеством 
или отрицательным числом.
Количество +  1 называется положительной единицей, коли­
чество — 1 называется отрицательной единицей.
У к а з а н и е .  Бели на числовой прямой MN (черт. 157) будем 
считать вправо от 0, т.-е. будем считать, положительные единицы 
или будем производить так называемый прямой счет, то получим 
последовательные числа +  1, + 2 , -f- 3, +  4, +  5, +  6, +  7, из кото­
рых каждое последующее больше предыдущего. • Вели на той же 
прямой, дойдя вправо до цифры 7, начнем отсчитывать отрица­
тельные единицы, т.-е. будем производить обратный счет, то после­
довательно будут получаться числа +  6,' +  5, +  4, +  3, -j- 2, +  1, 
из которых каждое следующее меньше предыдущего.
Таким образом, присчитывание к данному числу положи­
тельных единиц увеличивает это число, а присчитывание отри­
цательных единиц уменьшает данное число. Потому-то поло­
жительные единицы, а также и положительные числа, состоящие
из положительных единиц, обозначаются знаком
(сложения), т.-е. знаком +  , а отрицательные единицы и отрица- 
тельные числа знаком уменьшения (вычитания), т.-е. знаком — . 
Если точка А (черт. 157) переместится от сначала на +  1 см,
а потом на — 1 см, то она возвратится в 0, т.-е. в первоначаль­
ное положение. Если присчитаем к какому-нибудь количеству,
— 1, то получится
прежнее количество +  7.
Отсюда ф следует, что последовательноеприсчитывание или
напр., к +  7, последовательно +  1 и затем
последовательное прибавление чисел +  1 и





Обозначая действие прибавления знаком - f , получим
(4~ 1) +  (— 1) =  0.
П р и м е ч а н и е .  В этой записи знак +  , стоящий между скоб­
ками, означает действие присчитывания или сложения (знак дей­
ствия), знаки же +  и — , стоящие внутри скобок, означают знаки ко­
личеств. Не следует смешивать знак действия и знак количества.
Вопросы.
1) Точка А ■ (черт. 157) последовательно переместилась от 0: 
а) на +  6 см и на —- 6 см, б) на — 5 см и на +  5 см. Где нахо­
дится точка А?
2) Что получится в результате действий
1) (4- 6) +  (— 6) =  ? 2) ( 5) =  ?
стоящими между скобками
внутри СКОбОТ
4) Точка В (черт. 157) последовательно 
своего первоначального положения +  4 см 
а затем на — 2 см, где находится точка J3?
5) Как изобразить соответствующие 
-В 4, 2 и — 2 скобками и знаками?
переместилась от 
сначал на +  2 см,
действия над числами
Определение 3. Количества, имеющие одинаковые числовые
и разные знаки, напр. +  5 и — 5, называются равно-величины
противоположными.
При сложении таких количеств в результате получается 
Тч-t. при сложении такие количества взаимно уничтожаются.
§ 1 0 0 . Сложение количеств.
расстоянии
бшдет находиться
Р е  ш е и  и
1) от 0 н а - [- 3; СМ
2) от 0 н а - -3  с м
3) ОТ 0 на -
• **
-  7 с м
4) от 0 на - -7  с м
В. :
.  >  .  Ч  .
1) (+  3 )4
и затем на 4 -4  с м !
я затем на — 4 
и затем на — 3 
и затем н а-|-3  смЪ
2) (
3) (•!••!
( - 7 ) 4 - (
( + 4 )  =  +  7
Н — « = *  — 7
4
4
Вывод. При сложении количеств с одинаковыми знаками 
(примеры 1 и 2) надо их числовые величины сложить и в полу­
ченном результате поставить их общий знак. При, сложении 
количеств с разными знаками (примеры 3 и 4), надо из большей 
числовой величины вычесть меньшую и в полученном результате 
поставить знак большего количества.
г
Упражнения.
1) Указать знак алгебраического действия (т.-е. действия над 
количествами) в четырех предыдущих примерах; какое алгебраи­
ческое действие этим знаком обозначается?
2) Указать знаки количеств в тех же примерах.
3) Какое арифметическое действие произведено над числовыми 
величинами в двух первых примерах? в двух последних при­
мерах?
4) К каким арифметическим действиям приводит алгебраическое 
сложение количеств?
5) Объяснить предыдущие примеры на основании § 99 (см, опре-
ие 3).
6) Найти сумму количеств:
(-j-28)-f-(— Ю) -f- (-f- 3) -f- ( — 6) — (—— 4) =  ?
7) Найти результат действий:
*  "
Ч
28 — 10 +  3 — 6 — 4 =  ?
8) Какое заключение можно вывести из равенства результатов 
в упражнениях 6 и 7?
В ы вод. Знак сложения +  и скобки, при сложении количеств,
« * ' \ .  ’ '
можно не писать, а только подразумевать.
ряд чисил, соединенных знаками-I-и >наир. 8
, если имеем 
10- 3— 6 4
то эти знаки считаются знаками количеств,
стоят, а между этими количествами 
сложения -4-, т.-е.
8 -— 10 -|— 3 — 6 — 4 — (-J- 8) +  (—- 10) -}- ( +  3) +  (— 6) -j- ( 
И поэтому ряд чисел 8 — 10 +  3 — 6 — 4 называется
ческой суммой,.
П р и м е ч а н и е . 515 перед первым члене
алгебраической суммы, обычно не пишется, а подразумевается 
"Так, напр. .
9 — 7 7 ч
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Вопросы.
1) Можно ли назвать выражение — с-\-& алгебраической
суммой?
2) Что означают знаки, поставленные в этом выражении?
3) Написать это выражение со знаками действия и со скоб­
ками.
101. Вычитание количеств.
У к а з а н и е .  Вычесть из одного количества другое, значит 





D -f -7 — (4- з) == ( + 7 )  +  < - 8 )  =
2)4-•7 — ( - 3 )  =- (4~7) 4" (4" з) = 4 -19
3 ) - 7 - ( + з )  == (— 7) +  ( - 3 )  = — 10
4) —■ 7 ■— (— 3) ( 7) 4 - ( 4 - ° ) — 4
знак действия поставлен между аюличествами1) Какой
столбце „алгебраическое вычитание“?
2) Каким знаком действия он заменен в столбце „алгебраиче­
ское сложение"?
3) Изменился ли знак первого количества во всех четырех 
примерах при замене алгебраического вычитания алгебраическим
4) Как изменился знак второго количества?
Вычитание заменяется алгебраичёским сложением,
*' * •
при чем уменьшаемое остается без ] 
знак меняется на обратный.
вменения, а в вычитаемом
1) Считая, что действие вычитания означает нахождение неиз-
по данной сумме и данному другому слагае­
ш ь предыдущий вывод, пользуясь примерами 1,
Отв.: значи т прибавить— 9
2, 3 И 4.
2) Что значит отнять
3) Что значит от нят ь  — 9? [О т в значит прибавит ься ,
Т."6. — (— 9) =  —|— (—J— 9)].
4) Что значит отнять -f- 7? — 6? 4- В см ! — 5 сж? -f- а! — Ь?
5) Записать действия вопроса 4-го знаками и скобками, как  
показано в решении вопросов 2 и 3.
Упражнения. Произвести действия в следующих примерах:
1) .(+ 7 ) +  (—в )+ (—4 Ж — И Ж + 2 ) - ?
2 ) - 2 5 ) ( - 1 7 ) = ? (—Зв)— (•—  1 5 )  =  ?
3 ) ( + 3 3М  +  ( + 2  »/<) = ?  (— 51/5)4 '(— 63/б) =- ?. ф
4 ) ( 4 - 2  + ) - - ( - 1  */«) ?  (— 4  5/е )  -- ( + 8  ’■/•)==  Т >  •
5 ) (4 - 1 , 1 5 ) 4 - ( — 6 , 2 5 )  ==  ?  ( —  4 , 3 )  +  ( —  3 , 7  = = ?♦
в) ( - - 5 , 4 3 ) - —  (— 6 , 5 6 )  = ?  (— 0 , 2 7 )  — ( 4 - 0 , 5 3 )
7 ) ( - 4 - 8 ) — ( — 9 ) 4 - ( —  6 )  —  ( 4 - з ) =
Р е Ш  €> н и е . ( + 8 ) — (— - 9 ) + ( — в ) — ( + 8 ) -
=  ( + 8 ) + ( + 9 ) + ( - ~ 3 ) 4 ' ( ‘---- 3 ) :
=  4 ~ 8 +  9-- 6  —  3 = 4 - 1 7 — 9  =
8) ( + 1 3 ) — ( + 1 2 )  — ( - П )  ( Ю ) + ( — 4 ) — ?  ■ •
9 ) ( - - 7 , 3 ) - - ( — 8 , 6 )  4  ( -  о ;  9 )  -  ( - - 0 , 4 )  4 - ( — 2 , 4 )
1 0 ) (8-- 9 ) - ( в — 1 1 ) = - ?»
?
?
11) (0,3—0,26)— (—0,4)— (—0,56)=?
Задача. Аэроплан поднялся на высоту 1543 м , а затем опустился 
на 226 м, вновь поднялся на 0,82 км , потом опустился на 0,1 к м  
и, наконец, еще раз поднялся на 425 м. На какой высоте на­
ходился аэроплан в конце последнего подъема? 
решение задачи в виде сложения нескольких, данных в задаче 
количеств.
1962
.  • ..
§ 102. Умножение количеств.
У к а з а н и е .  При умножении двух количеств надо перемно- 
жпть их абсолютные (числовые) величины и произведение взять 
со знаком - К  если знаки этих количеств одинаковые, и
ком если знаки их разные.
Примеры. 1) ( + 7) • (+ з )  =  ~{-21
2) (— 7) - (— 3) 
3 > ( + 7 ) ( — 3) =
4) (—7) •
со зна
Правило знаков. П ри  умнож ении двух количеств одинаковые 
знаки дают 4- ', а разны е знаки  дают
Упражнения
l) (+ 1 3 )  • ( 
(— 5).  ( - 8 )  =  ?
ввести умножения:
8) =  ? (— 9) 6) 2 А) ‘ ( +  3) =  ?
2) ( + 2,5) • (--  0,3) =- ? ( —
ОД) • (--0 ,2 ) 2
3) ( + 6) • ( з) • ( -2) — ?
4) ( - 8) • ( 4 ) . ( - ■10) =






















- 9) (+ .3 )? = ?  (
10) ( 2 -В 2
11) (•+ $) ■ (—- 6)
(— «) • (— Ь) =  ?
8)2 =  2 ( +  5)2 =
?, \2 „ / 5\2
* (— 7) 2
4)
2 1,2




2 - M l
2 \2 23
2,1




2 ( _ « ) . ( + 6 )  =  ? ( +  а) • ( +  =
12) ( +  а) . ( + Ъ) . ( -  с)
2
2 (— а ) - ( + 6 ) . ( — е) =  ?
? (— а)2 — ? ( +  а)3 =  ? (— а)
14) [(2 -  4)2 +  (3 -  5)2] -  [(4 -  7)3 +  (1






За2 Ъ* +  ~а3 62,Ж при а






, 6 =  0,4
6





Какой имеет произведение нескольких множителей,
6если число отрицательных множителей четное (примеры 3; 5)?
Если число отрицательных множителей нечетное (при­
оры 4;
3) Какой знак всегда имеет четная степень (примеры 7; 8)?
4) Какой знак имеет нечетная степень (пример 9)?
нескольких множителей положительно,
отрицательных множителей в этом произведении четное;
если в нем число отрицательных множителей
s* четное,
Четная степень всякого количества положительна. Нечетная 
степень количества имеет знак, одинаковый go знаком ее осно­
вания.
/ •
§ 103. Деление количеств.
У к а з а н и е .  При делении двух количеств одинаковые знаки 
дают + ,  'разные знаки дают — ; числовая величина делимого 
делится на числовую величину делителя.
Примеры. 1) (-(-- 12) И 3 ) - = 4 - 4
2) ( - 12) (- 3 ) - = -f-4
3) И 12) (- 3 ) - = — 4
4) ( - -12 ) (-1 -3 )-= — 4
Упражнения. 1. Произвести действия в примерах:
1) (3 5): (3 +  5) — ? (— 8 +  9): ( 6 +  10) — ?
2) К - ■ 3) • ( 5) • ( ~  4)]: [(-- 2 ) - (  15). ( - 1 0 ) ] - ?
з) ( ~ З)2: ( +  2)3 =
со■+С^о.II : (— 5)3 =  ?
4) К—- 0,2)2+  (—•0.3)»]: [ ( - 0,6)2 —  (— 0,5)8] — ?
5) (“Ь а)• (~Ь &) —:? ( +  « ):(--&)*=? (— и): (— 5) =  ? { — а ): ( +  Ъ)
2, Вычислить выражения:
6) (а2- 62) : ( + Ь),
- /
при а =  — П/2, .6 =  — 1V3.
7) (а3— Ы) : (а2 - аЪ + при а — 0,5, 6 =3» 0,3.
* > 1
8) (2 а52 Ъ — 3 аб2) : СО1 при а =  — 3, Ь3'
Р а б о т а  № 14.
Ф У Н К Ц И Я  И ЕЕ ГРА Ф И К .
График функции. П рям оугольная систем а координат. Аналити­
ч еск и е и эм п и р и ч еск и е ф ун к ц и и . Л и н ей н ая  ф ун к ц и я и ее
граф ик. З адач и .
§  104. График функции
ч
У к а з а н и е .  Рыночная цена какого-ни<
' « > .
изделия или фабриката, наир., ситца, измени
промышленного







i  также в зависимости
%
как, наир., торговой
прибыли, размера налогов на торговые предприятия, стоимости 
торговых помещений и ир. Поэтому цена фабриката есть функция 
многих аргументов, которые меняются во времени.
как с течением, т.-е. с изменением времени, меняется и 
цена фабриката, то, считая цену фабриката в общем за функцию 
времени, решим графически (при помощи чертежа) следующую 
задачу.
Задача I. С мая 1923 года по май 1924 года средняя цена 
ситца в СССР, благодаря разным условиям, следующим образом 







Месяцы Цена 1 м ситца Месяцы Цена 1 л г  ситца
Мая • • • • • * р- 84 к .. 1923 г. Ноябрь . . . . .  1 р. 12 к.
Июнь • • • • * г р- 91 к. Декабрь . . . . —  р. 98 к.
Июль * # • * * 1 р- 05 к. 1924 г. Январь . . , . —  р. 98 к*
Август. • • • • 1 р- 26 к.'  • .  , t 9 9 Февраль . . . .  ”  р. 91 к.
Сентябрь. * • • 1 р- 54 к 99 Март. . . . . . —  р. 56 к.




• • • . р. 56 к
Р е ш е н и е .  На черт. 159 по горизонтальной линии ОХ отла­
жены от точки О равные отрезки (отрезки эти могут быть произ­
вольной длины). Длина каждого из этих отрезков условно изобра­
жает продолжительность месяца, при чем все месяцы , здесь 
считаются равными между собою. По направлению вертикальной 
линии 0Y (на черт. 159 0Y  _|_ ОХ) из конца каждого горизонталь­
ного отрезка проведены вертикальные отрезки, условно изобра­
жающие цену ситца в каждом месяце, при чем какая-нибудь
/  •
£
произвольно выбранная длина (напр., 1 мм, 2 мм и т. п.) считается 
равной определенному числу коп. (напр., 2 коп., 5 коп. и т. п.), 
выбор такого масштаба зависит от размеров от соотно­
шений между данными числами и пр. Таким образом на черт. 159 
первый вертикальный отрезок \-А изображает цену ситца в мае 
1923 г., второй отрезок 2-В изображает цену ситца в июне того же 
года, и так далее.
Концы А, В, С, D и т. д. всех вертикальных отрезков соеди­
нены прямыми. Получившаяся ломаная линия ABCDEFGHKLMN 
называется графиком функции. Она наглядно представляет изме-
•  ,  %ч
нение функции (в данном случае 
аргумента (в данном случае
гзменеии]
График- легко читать. по подъему ломаной
линии от А до Е можно видеть, что цена ситца возрастала с мая 
по сентябрь 1923 года, при чем
место за июль и о  за С самый крутой
\
Nпобьем графика). Достигнув к сентябрю месяцу наибольшей 
величины (Е — ш и  высшая точка графика), цена ситца 
начинает падать ( спуск графика), держится в течение 
1923 г. и января 1924 г. на одном уровне (НК  j| ОХ)* 1), затем 
вновь начинает падать (LM  — наиболее крутой спуск 
и , достигает наименьшей величины (самая низшая точка гра­
фика М), оставаясь далее в течение марта месяца на том же
уровне (ЖА71| ОХ).
Задача 2. Начертить график изменения заработной платы 









М е с я ц ы  З а р а б о т н а я  п л а т а
Май ...................................  15 руб.





Н оябрь............................... ...  . 26
Декабрь . . . . . . . ... . . .29  
Январь . . . . . . . . . . . 30
Ф е в р а л ь ....................... ...  . . 32
Март . . . . . . . . . . . .32  





Прочесть (т.-е. разъяснить) начерченный график.
З а д а ч а  3. 1) Начертить график изменения температуры по дням 
яедели при следующих данных:
{
Д н и  н е д е л и Т е м п е р
Воскресение +  §°
Понедельник 7 + 4 °




Суббота 4 -3 °
Р е ш е  н и  е. черт. 160.
0-L 1-11,11-
на этом чертеже,
О -ГО 1 »  П О  о  О о О
в;
и т. д. и отрезки 0 - г ,  1-2°, 2-3° и т. д.
чается этот график от графика черт. 159?
ре обоих графиков относи­
тельно ОС]
/  ■
V  * •  .  % •  •  в ’  " ч • '  '  • ^  •  * 9* * * f ’
1) Знав II заменяет слово „параллельно
Задача 4. Представить на чертеже график изменения сред 






Ме с я ц ы С р е д н я я  t° М е с я ц ы С р е д н я я  t*
Январь 18°
Февраль . . . . . .  — 10° 
Март . . - . . . .  — 5°
Апрель . . . .  . . , +  б° 
Май . . . . . . . +  20°
Июнь......................  . 4- 25°
Июль............... ...  . . . . . -f- 25°
Август  ................... —{- 20°
Сентябрь . . . v . . - f  15°
Октябрь. . . . . . . . . . - J - 5° 
Ноябрь . . . . . . . .  . . — 5°
Декабрь' . . . . . .  . . .  — ю°
§ 105. Прямоугольная система координат.
• ч
нение
Для вычерчивания графиков, наглядно 
какой-либо величины в зависимости от
величины, или, короче говоря, изм енение  
от и зм ен ен и я  аргумента, проводятся две взаимно- 
прямые X X  и - Y(см. черт. 160),
и образующие 4* прямые угла.
..Эти две прямые называются осям и  
называется осью абсцисс  или осью X .











Разные числовые значения двух величин, одновременно изме­
няющихся (т.-е. функции и аргумента), откладываются по осям 
координат в виде отрезков, — числовые значения 1-й величины 
(аргумента) откладываются по оси числовые значения 2-й ве­
личины (функции) по направлению оси У (параллельно оси У). 
Отрезок, откладываемый по оси X , называется абсциссой. а отре­
зок, * откладываемый параллельно оси Y, ординатой той  ^ точки, 
которая находится на ее конце. , .
При изображении числовых значений величины этим способом, 
принимают за единицу произвольный отрезок (наир., 1 см, 1
»
% см и т. д.), при чем избранные масштабы могут быть для 
•обоих направлений одинаковыми, но могут быть и разные, что 
зависит от размеров и характера чертежа. Соединив затем концы 
всех начерченных ординат прямыми линиями, получают график 
ф ун к ц и и .
§  106. Аналитические и эмпирические функции
Вопросы.
1) Чему равняется. объем параллелепипеда?
Отв. V  =  B E  (см. § 55, форм.х5).
2) Изменяется ли объем параллелепипеда, если высота его 
изменяется, а  площадь основания остается та же?
Как можно назвать в этом случае объем параллелепипеда? 
высоту его?
4) Во сколько раз увеличивается (или уменьшается) объем
неизменном основании его высотапараллелепипеда, если при
увеличивается (или уменьшается) в 2? 3, 4, 5 и т. д. раз?
*
5) Точная ли зависимость существует между объемом парал 
лелетш еда (функцией) и его высотой (аргументом)? эта
зависимость
' 5) Можно ли эту зависимость выразить математической фор-
математической формулой зависимость между 
частным х, если делимое равно к; между весом
х, если удельный вес тела равен d.
делителем у  
тела у  и его







зависимость назы вается так ая
функция называется аналитической ф ункцией  
Вопросы.
1) Существует ли зависимость между количеством посеян­
ного зерна и количеством урожая?
2) Можно ли эту зависимость выпазить точными числовыми
или математическими соотношениями, т.-е. можно ли, например, 
сказать что при увеличении посева на данной площади земли 
в два, три, четыре и т. д. раз и урожай получится больший 
в два, три, четыре и т. д. раз?
3) Можно ли все-таки считать количество урожая на данной
ных пределах?
функцией количества посеянного
4) Можно ли начертить график этой функции по соответ­
ствующим числовым данным? Например, начертите график, если
таковой земли, приilS
одинаковом удобрении, одинаковой пахоте, и, вообще, при всех 
одинаковых условиях, посев и урожай были следующие:
П о с е я н о  р ж и С о б р а н о  р ж и
1-я десятина 8 мер 26 мер
2-я „ 9 „ 30 „
3-я . ю  * 40 .
4-я и  „ 45 *
б-я „ 12 * 60 „
5) Привести еще несколько примеров зависимости двух ве­
личин, которую нельзя выразить математической формулой, но 
которую можно представить графически.
Вывод. Если между двумя изменяющимися величинами су­
ществует зависимость, которую можно установить из опыта, 
составив таблицу значений одной величины для различных зна-
и которую можно представить графи- 




щихся величин называется эмпирическо  
личины.
Вопросы.
1) Какие функции были изображены




[тельность предпрв я  зависит от числа заня­
тых предприят:
12 Рабочая книга по математик*. Ч. I.











освещение квартиры зависит от числа израсходованных гекто» 
уаттов электрической энергии; расход фуража в воинской части 
зависит от числа лошадей, имеющихся в части; расход воды 
из городского водопровода зависит... от количества населения 
в городе. Какие из перечисленных здесь функций аналитиче­
ские и какие эмпирические? почему?
§ 107. Линейная функция и ее график.
• .  • .
Задача. Поезд проходит в чао 20 Начертить график рас­
стояний, проходимых поездом в 2, 3, 4 часа ж т. д.
• Р е ш е н и е .  Ом. черт. 161
В опросы . 1) Представил 
формулой зависимость междз 
расстоянием, проходимым по­
ездом, н временем, в течение 
которого поезд движется, обо­
значая буквой 6' расстояние и 
буквой t время (число часов 
движения).






161 графиквляет на черт, 
функцию 5?
4) Представить формулой ту же зависимость, если поезд 
проходит в час 30 км; 40 км; к км.
5) Начертить графики движения поезда со скоростью 30 км 
в  час; 40 км в час.
В ы вод; Прямо-пропорциональная зависимость между' двумя 
величинами всегда выражается формулой у  =  кх, где к есть по­
ложительное число.
проходящаяэтой* зависимости есть
через начало координат х).




1) Так как тангенсы углов, выражаемые отношениями каждой ординаты к со­
ответствующей ей абсциссе на черт. 161, — равны, то и сами углы равны, — сле­
довательно, угол при точке О общий у всех имеющихся на чертеже треуголь­
ников. :
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tЗадана. Цена 1 метра сунна равна 8 руб. Какова стоимость 
2 м, 3 м, 4 м, х м сукна? Обозначив стоимость х метров сукна 
через у, выразить зависимость между формулой.
Представить графиком изменение стоимости любого количе­
ства сукна, как функцию цены.
Примеры. Построить график функции: у  — з 
Р е ш е н и е .
Ч и с л о в ы е  з н а ч е н и я У








О АВС— график функции (черт. 162).
Задача. Построить графики
функций 1) у =  4х; 2) у — 2х]
3) y= ij2x; 4) у = 11вх ,—на одном 
чертеже и в одном масштабе, 
давая аргументу числовые зна­
чения х  =  1, х — 2, х — 3 И
s '"
определяя соответствующие 
значяния функции у из ее 
формулы (т.-е. из уравнения).
У к а з а н и е .  П ри? вычер­
чивании графиков отвлеченных функций масштаб единиц 




1) Сколько точек прямой нужно знать, чтобы провести эту
прямую? -
2) Сколько числовых значений достаточно дать аргументу х 
и сколько числовых значений функции у  надо определить, чтобы 
получить график линейной функции (т.-е.
3) Через какую одну точку проходят все 
дущей задаче графики?
для его построения?
Задача. Построить график функции у  
P e rn s  н и е. Если примем х =  о, то у =  1.
Я П У == В.
4" 1.
в преды-
4) Сколько точек поэтому достаточно определить на каждом
12* 17»
к*








в 1 см, найдем
тельно, если х откладывать
ртикалъ (.или перпендикуляр)
жаче говоря, надо взять ось Y  и на ней отложить ординату —
олученных3. На концах
№
х — 1, откладываем ординату у  =
нат отмечаем точки А  ж В. Соедин
4 • * .. ■ ^
ее в • обе стороны, получим график функции
эти точки прямой АВ
У - h i .
ить таким же способом графики функций:
л
1) У = 2 я 4 - з ;  2)
4) У
1
2 х  -{- 2; 3) у
1
з х 2;
1; 5) у 2х — 3.
•’ <
/\
*У к а з а н и е .  При составлении двух пар числовых значений 
аргумента х и функций у, можно для х выбирать какие угодно 
два числа и по ним определять соответствующие числа для у; 
но удобнее и проще первое значение х выбрать 0, так как тогда 
очень легко определяется у; второе же значение х  для большей 
легкости чертежа удобнее выбирать таким, чтобы значение у 
получалось целое, хотя это и необязательно. Напр. в задаче 2-й
{у
1






2 ! 3 •I
Задача. Построить е т ф и ю з  функции у , данной уравнением
— 2х 3у =  4.
Р е ш е н и е .  Считая 2ж за известное, перенесем этот член 
в правую часть уравнения с обратным знаком, тогда
3 у ■=  4 -f- 2ж,
откуда
У-
_  4 -j-2x 
3 ’




На черт. 164 за единицу меры по оси X  и по оси Г  выбран 
отрезок в 12 мм, тогда ордината 1| выразится отрезком 16 мм
2ордината —- — отрезком 8 мм. (Какие числовые значе3 sisя надо
взять для х, чтобы числовые значения у получились
У к а з а н и е .  Если член, содержащий аргумент х, входит в
ту же часть уравнения, в какой находится функция у, то надо 
предварительно член, содержащий х , перенести в правую часть 
уравнения с обратным знаком и затем, разделив правую часть 
на коэффициент при у, привести выражение функции в виду
у == кх -{- Ъ,
где числа к и Ъ могут бьггь или
■ . Ч Ч
X
/
'iдробными, положительными или отрицательными. После того надо
\
строить график функции у обычным способом.









§ 108. График обратно-пропорциональной зави­
симости между функцией У  и аргументом X .
\
Задача. Площадь прямоугольника равна *  
12 ив. см.Определить высоту прямоугольника,
считая за его основание последовательно 1
11 см; 2 см; 3 см\ 4 см; 6 см; 8 см;
12 см. Представить графине ск
Черт. 165.
>*
изменение высоты прямоугольника при указанном 
его основания, предполагая, что площадь прямоугольника 
остается неизменной (постоянной).
Р е ш е н и е .  См. четхг. 165. Числовые
изменении
2 Т. Д .
рт
отложены по оси X.1 11 х, ±2>
значения высоты 12, 8, 6 и т. д. отложены 






1) Что происходит с высотой прямоугольника, имеющего 
ную площадь 12 кв. см, при увеличении его основания в 2 
в 3 раза? в 4 раза? и т. д.?
2) Как в таком случае можно назвать зависимость между п е р е ­
менной высотой и переменным основанием прямоугольника, имею­
щего постоянную площадь?
•  /
3) Укажите на чертеже все прямоугольники с площадью 
12 кв. см и с различными основаниями и высотами.
4) Какую линию представляет график обратно-пропорциональ­
ной зависимости между двумя переменными величинами?
У к а з а н и е .  На черт. 165 график представляет ломаную ли­
нию, составленную из отрезков АВ, ВС, CD, DE, EF, FG, GH.
?
Вели бы мы построили возможно большее число точек этой линии, 
принимая для этого основание прямоугольника равным не только 
целым, а и промежуточным дробным числам, например: 1| см 
см, 2\ см, 2| см и т. д., или еще мельче: 1§ см, Ц см 
1§ см и т. д., то ломаная линия графика составлялась бы все из 
большего и большего числа 'более мелких звеньев, и в конце концов 
эта ломаная линия приблизилась бы к виду кривой линии, посте­
пенно понижающейся от точки А ~~
13
до то чки сначала очень
быстро, а потом медленно, и отходящей при этом вправо.
Принимая за основание прямоугольника отрезки \ см, \  см 
|  см, а затем отрезки 24 см, 48 см и т. д., мы могли бы полу-
линии вверх и вправо.чить на чергеже продолжение 
Такая линия называется гиперболой.
Следовательно, график обратно-пропорциональной зависимости
[вух переменных величин есть 
, Задача. Начертить в том же -про­
порциональной зависимости, приняв площадь прямоугольника 
равной 18 кв.см; 8 кв. см.
1) дан в уменьшенном размере.
Д О
(формула обратно-пропорциональной зависи­
мости), где к  есть постоянное число.
к  •
Задач и . Начертить графики эмпирических функций по сле­
дующим данным:
v 1) В России ото статистическим 'отведениям 1915 г. из 100 че-: 
ловек родившихся доживало до возраста:
I До возра­
ста лет 5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80 90
Доживало 
человек | 53 49 47,5 46, 44 42 37,5 32 23 12 3,5 0,6
Начертить граф ик вымирания населения России по возрастам. 
2) На небольшой электрической осветительной станции на­
грузка динамо-машины между 4 часами пополудни и 12 часами 
ночи изменялась следующим образом:
Часы по­
полудни 4 5 6 7 8
✓
9 ЛО И 12
Нагрузка 
в киловаттах. 20 29 50 55 56 47 28 21
*
19
Начертить граф ик изменения нагрузки динамо-машины по
часам указанного времени . ;
§ 109. Решение задач графическим методом.
У к а з а н и е. При решении задач 
графическим методом следует пользо­
ваться м и л л и м е т р о в о й  бумагой 
или, за неимением ее, клетчатой бу- 
. магой.
Пример. Определить графически, 
сколько метров содержится в 1,2 арш.
Р е ш е н и е .  Считая, что в 1 со­
держится 1,4 арш., обозначим какое- 
нибудь число метров буквой х  и со-
У•Черт. 166. число арш ин
и
181 /
Тогда зависимость между у  и х  выразится равенством
у  =  1,4.x,
т.-е. мы имеем прямо-пропорциональную зависимость, графиком ко­
торой служит прямая линия (см. § 107, вывод). Отложим на осиХ 
(черт. 166) несколько равных отрезков и примем величину каж­
дого из них за 1 м; по оси Y  отложим равные отрезки такой же
или инои величины и примем величину каждого из этих отрез­
ков за 1 аршин. Построив в принятом масштабе абсциссу = 1  
и ординату =  1,4, найдем точку А (1; 1,4) и соединим ее с точ­
кой О. Продолжая отрезок ОА, получим график нашей функции, 
при помощи которого легко переводить метры в аршины и 
обратно. Для решения вопроса, предложенного в нашем при­
мере, возьмем по оси Y  отрезок ОВ =  1,2 арш., проведем BD \O X  
и опустим перпендикуляр DC на ось X. Измерив отрезок ОС
=  0,9 м  (с точн.единицами, отложенными по оси X найдем ОС 
до 0,1 м). Следовательно, 1,2 арш. =  0,9 м, с точн. до 0,1 м.
Упражнения. Определить та­
ким же способом, сколько метров 
содержится в 2 арш? в 3 арш? 
в Зу арш? Сколько аршин содер­
жится В 0,4 ж? в 1,3 мЧ в 2,7 тЧ 
Проверить найденные ответы вы­
числением.
Задачи.
1. Принимая 1 дюйдо =  2,5 см,
начертить перевода дюй-
г р з наело.
Черт. 167.
мов в сантиметры и определить, 
сколько сантиметров содержится 
в 1,3"? в 5,5"? Сколько дюймов со­
держится в 2 смЧъ 3,5 смЧ в 1,6 смЧ
2. Принимая 1 тег= 2 ,4  ф., построить график перевода кило­
граммов в фунты и обратно и определить графически, сколько 
килограммов содержится в 2 ф.? в 3 ф.?
3. Принимая 1 кв. арш. =  0,5 м, определить графически, 
сколько кв. метров содержится в 1 кв. саж.? в 2 \  кв. саж.?
4. Принимая 1 куб. саж. 9,7 . м, определить графически,
саж
5. Построить график перевода показаний шкалы Реомюра 
в показания шкалы Цельсия, принимая 4° Н =  5° С. Определить, 
сколько градусов R содержится в 15° С? в 20° С? в 70° С?
/6. Два пешехода идут друг другу навстречу из деревень и 
находящихся на расстоянии 20 км Первый пешеход делает в час •
3,5 км, — 4,5 км. Через сколько часов и на каком рас­
стоянии от деревни А  пешеходы встретятся?
Р е ш е н и е .  Построив, как указано на черт. 167, графики
движения первого и второго пешеходов, измерим затем коор­
динаты  точки пересечения Ж  этих графиков. Абсцисса А Р  =  2\ 
а  ордината МР —  8 | дают ответы на оба вопроса задачи. ч
7. Со станции А  вышел товарный поезд; через 2 часа после его 
отхода с той же станции и по тому же направлению вышел пасса­
жирский поезд. Через сколько часов после своего выхода пасса­
жирский поезд нагонит товарный, если средняя скорость движения 
первого 45 км, а второго 25 км в час?
( У к а з а л и е .  График движения пассажирского поезда надо 
вычерчивать, исходя из точки 2 оси X ).
' 8. О . двух станций, А  в. В , находящихся на расстоянии 
213/4 км друг от друга, вышли навстречу друг другу (по двух­
колейному пути) два поезда. Первый идет со средней скоростью 
36 км в час, второй, вышедший со станции Б на 5 мин. раньше 
первого, идет со среднею скоростью 30 км в час. Через сколько
поезда и на каком расстоян 505минут после выхода первого 
от станции А  поезда встретятся?
У к а з а н и е .  Задача решается графиком типа черт. 167. 
По оси X " следует откладывать минуты, по оси У — километры; 
расстояние \АВ =  2If км. График движения второго поезда вы­
черчивается сверху из точки В, а первого поезда — от 5 деления
ч .
оси X. ~
9. Артель землекопов должна была вырыть колодезь емкостью 
160 куб. м в условленный срок. Вынимая в день 50 куб. м земли, 
артель через 3 дня рассчитала, что ей нужны добавочные рабочие, 
почему была приглашена 2-я артель, вынимающая в день 70 куб. м 
земли, и таким образом работа была выполнена в срок. Во сколько
дней требовалось вырыть колодезь?
У к а з  а н и  еГ По оси X  считать 0,5 см за 1 день работы, 
до оси У считать 1мм  за 10 куб. м земли./
* ч
ПРЕОБРАЗОВАНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ ВЫРАЖЕНИЙ.
Одночлен и многочлен. Приведение подобных членов. Сложение 
одночленов и многочленов; вычитание одночленов и многочле­
нов. Раскрытие скобок, перед которыми стоят знаки +  или —. 
Умножение одночленов, возведение одночленов в степень. Умно­
жение многочлена на одночлен; умножение многочлена на мно­
гочлен. Формулы сокращенного умножения.
Р а б о т а  №  15,
§ 110. Одночлен и многочлен.
У к а з а н и е .  Алгебраические выражения вида:
а2; 2а; 2а3; Заб2; 3Lab; За2 Ъ
называются одночленами.
Вопросы. 1) В каком порядке следует производить действия
в каждом из этих при подстановке чисел вместо
, *
2) Какое действие в каждом из этих выражений будет послед­
ним  в порядке их выполнения?
У к а з а н и е. Алгебраическое выражение вида




подстановке чисел вместо 
2) Какое действие в этом
в этом
■ »  ■—  т
fГГг и г а
шшхшдет последним в порядке
их
. ч .
3) Какое последнее действие в одночлене и многочлене?
4) Какое различие между одночленом и многочленом?
У к а з а н и е .  1) Одночленом называется алгебраическое выра­
жение, в котором последнее из действий в порядке их выпол-
*
нения есть умножение или деление или возведение в степень 
но не сложение и не вычитание.
2) Многочленом называется алгебраическое выражение, в кото 
ром последнее действие в порядке их выполнения есть сложенш 
или вычитание.
Упражнения. Указать в ряду выражений-.
a -f- b; a -J- а2 -}- Зс; 2 (a -j- Ь)
2
За; 3 Ьа а +  Ъ .а-{-Ъ *
(а Ъ)с; - 4 - +  4
одночлены и многочлены.
2) Указать, какие одночлены входят в состав данных много
I  ^
членов.
§ 1 1 1 . Приведение подобных членов.
Вопросы. 1) В чем сходство 
членов: а; 2а; 8/4а; 8а?
различие следующих одно-
2) В чем сходство и различие одночленов: 2 
У к а з а н и е .  Одночлены, отличающиеся друг от друга только 
коэффициентами, называются подобными.
Вопрос. Почему 3аЪ2 не подобно 3а2Ы
'  в * '  i  v
Упражнения.
1) Подчеркнуть подобные члены в многочленах
•  ’  /
1) m^j- 2a — ЗЪ — а-\-с; 2) а2Ъ— ЗаЬ2 -|- 2а2& -j- 4а6.
2) Подчеркнуть одинаковыми значками (наяр.
и т. п.) члены в многочлене:
'  У / .  « ‘ •
а -{- ЗаЬ — 2а — 5ас2 — ab-\- ас2.
3) Записать короче
а —|— a “J-- а; а
У & а з а н и е.
в о,т одночлен





1) аа-\- а — За; 3) а-\-2а — За‘
2) 2 аЬ2— аЪ2-\-ЬаЪ2 =  6а№; 4) 2а--}-За— а =  4а;
5) а —j— 2а —j— 3Ъ—  Ъ =  3ct —|— 2Ъ;
6) a -j- 3аЪ -\-2а  — ас2'-}- аЪ -}- 5ас2 — 2а 6 =
=  а —|— 2а —|— ЗаЪ -j— аЪ — 2а& — ас2 —}- 5ас2 === За —|— 2аЬ —}— 4ас2.
Задача. Сделать приведение подобных членов в выражу 
ниях:
1) 13 аЫ—аМ— 13 аЫ;2) 9а2&3 — 4а263— 5
3) 5аж — 6Ъх 8аж — 10ах — 155ж -}- баж -j- 20Ъх — аж.
§ 112. Сложение одночленов.
В следующих задачах -произвести сложение количеств:
?1) ( - f  3) +  < - б) +  ( - в) 2) (-}- а) (— &) (— с) =  ?
3) (—I- 2л) —|— (— 5Ь) 2с) =
Вывод. Чтобы сложить /несколько одночленов, достаточно
написать их один за другим с 
приведение подобных членов, есл
Примеры.
окажутся
1) 10ж2 -)- (—  бж2) -{- (—  ж2) =  Юж2 —  5ж2 — ж2 =  4ж2.
2)
3)
7 ah —j— (—|j— баЬ) —j— (■ 
ж —[— (—j— 8ж2) —j— (— Зж2)
2аЬ) =  ? 4) ш —j—j( 
?
п) =  1
5) 7ab — (—  6а&) — (—  ah') == 1
§ 1 1 3 . Сложение многочленов.
Пример.
* (а — Ъ —j- с) -j— (fc —— {— wi —J— и) 
(см. § 63, п. II).
а 6 -I-  с —1— Тс —— I —  т —}— я
Вывод. Чтобы сложить два шп несколько многочленов,
достаточно, опустив скобки, написать все члены многочленов один& . .






-  3a2&-f ЗаЬ2) -f- (
5 ab2 -}- Ь3 =  а8 — 5а2Ь
За2 6 -|- ЗаЬ2—
2) а —J- (Ъ —— с) == ?
3) a2 -f- (2а6 — Ь3)— ?
§ 1 1 4 . Вычитание одночленов.
В следующих задачах произвести вычитание количеств:
1) —{- 5 —  ( +  3) — ? 4) а  — (— т) = |?
2) а — (-j~ m) =  ? 5) 2 — (~j- Bab) =  ?
3) 5 — (— 3) =  ? " 6) — (— == ?
Вывод. Чтобы из какого-либо выражения вычесть одночлен, 
достаточно к уменьшаемому приписать вычитаемое с противопо- 
ложным (обратным) знаком и сделать приведение подобных членов, 
если таковые окажутся.
Примеры.
1) — 5а2 — (—- 7а2) =  — 5а2 - f  7а2 =  -f- 2а2.
2) Ю т — (-)-6 т )  =  ? 5) Вх —  ( +  2х) =  ?
3) а — (+Ь) =  ? 6) (—
4) а —  (— Ъ) =  1 7) — 1 2 т2 — (— 8 т 3) =  ?
§  115. Вычитание многочленов.
П римеры .
1) 20 (2 4 - 3 5 4) — 20 ( 4) ==  24
или
20 • ( 2 4 - 3  —  5 — 4) — 20 2 3 —j— 2> 4: === 24.
2) (а —  & 4-с) ( к - 1 —  т -j-п )  — а —- Ъ —J— с -— к —|~ 1 —|— 7YI — 7Ьа
• . . Л .• >
В ы вод. Чтобы из какого-нибудь выражения вычесть многочлен, 
достаточно к уменьшаемому приписать вое члены вычитаемого 
с обратными знаками и сделать приведение подобных членов, если 
таковые окажутся.
П римеры .
1) до —  (# - f3 )  =  ю  —
2) 10 — (— х  4 -3 ) =  ?





2ху  4~ By’1) — (— х г
(— 2 х4- 5 )=  ?
т ) = ?
§  н е
4~ (я -  ъ
скобок, перед которыми стоит знак 
плюс или минус.
Ъ — С (см. 




У к а з а н и е .  1) Чтобы раскрыть скобки, перед которыми стоит 
знак +  , достаточно опустить скобки и переписать все члены, 
стоящие в скобках, с их знаками.
2) Чтобы раскрыть скобки, перед которыми стоит з н а к — , 
достаточно опустить скобки и переписать все члены, стоящие 
в скобках, с обративши знаками.
3) При раскрытии сложных скобок следует держаться опреде­
ленного порядка: раскрыть сначала все круглые скобки, затем 
все квадратные и, наконец, фигурные.
У праж нения. Раскрыть скобки в следующих выражениях:
1) а — (2а — Вс-\-2Ь) =  1
2) (2аб2 — Bed) -|- (— 4а26 -|- bed — 2 6) =  ?
g\ ci —j— | 46 — [я — (Зс — 36) "j-  2с —|— (я —~ 2 6 
=  а 4 -  {4 6 [а В с В Ъ 2 с а  
— ВЪ — 2с — а
26 — с]}
о]}& —j~ {46 — а —I-  Зс  
а -[“ 46 ■— а Зс — 36 — 2с — -f- 26 -(- с а—}- 36 -4~ 2с
?4) а — |4б — [а — (Зс — 36) 2с — (а — 26 —  с)]}
5) (Зж2— 4у3)-j- {(ж2-{-2х у — у^)-\-[2х^-\-2ху— (— 4=ху-f-3г/2)]} = ?
6) (За?— 4?/2)-f-{(a?2— 2ху3-\-у2) 4а?*/-{-3?/2) ]} = 7
§ 117. Умножение одночленов.
• -  I  . - . .
I. Умножение степеней одного основания.
Пример. а6. а \
Вопросы.
1) Как можно записать иначе а5 и а8 в виде произведений?
2) В выражении а5. а3 заменить а5 и а8 полученными произве
дения:т
3) Сколько множителей а, будет в произведении а5. а8?
4) Какая это степень а?
Примеры. 1) х*• х 3 =  ? 2) • ж4 =  ?
Вы вод. Чтобы перемножить степе: 
вания, достаточно сложить показател 
основания.
&
действие надо произвести над показателями 5 я  3, 
чтобы получить эту степень, равную произведению а5 . а3?
ч  _ %
У к а з а н  и]е. а5 • а3 — а~а ■ а ■ а • а - а - а =  == а3 ?





1 )  а• б 2 • б 3 • =  а * + 2+ - .
2) Ф • а2 • а5 =  ?,
3) а5 • а7 == ?
II. У множ ение одночленов. 
Примеры.
4) X4 • X7 ■ Xs
б) £5 • £3 =  }
1
1) 5ФЬЧ • 23 а Ч 5
2
3 б3 • а2&2 • . с
10
3 а5Ъ3с.
2) 4Ж22/£3 • ZXVfz4 7 • ЗЖ2 • X 'jy • у2 • £3 • 04 21 х вуЧ
Вывод. Чтобы перемножить два одночлена, достаточно, со­
блюдая правило знаков (см. § 102), перемножить их коэффициенты
сложить показатели степеней одинаковых букв; если же какая- 
нибудь буква встречается лишь в одном одночлене, то пере­
писать ее в произведение без изменения.
Упражнения.
1) 2 а2Ъ. 3 =  ?
3) ■— аЪ3 • ~-b2cs3 4 ?
2) Зб&3 • 2 аЪ. а3 • & = ?
4) 8а2Ь3с4 • -^-ac2d4 =  ?4
118. Возведение одночлена в степень.




а2 • а2. а2 =  б2+ 2+ 2 =  а2 • 3




, Чтобы степень возвести в новую степень, надо 
множить показатели степеней, не изменяя их основания. 
Примеры. 1) (а3)4 =  а12; 2) (б6)3 =  б15.
(31)
Правило знаков. Если показатель степени есть число нечетное, 
то знак степени одинаков со знаком основания. Четная степень 
всякого количества всегда положительна (см. § 102, вывод)
С ? 3) ( — б3)4 =  ?
!!. Возведение одночлена в степень. 
Примеры.
1) (2й52)3= 2 й52 • 2 а52 • 2a52= 8 a 356. 2) $a2bb=9e*b*.
Вывод. возвести одночлен в степень, достаточно воэ-
показателж умно­
жить на показатель новой степени. 
Примеры.
1) =  1 2) (За35*)2= ?  3) (4аб53
5) (2а35)4 =  ?
1 4) (5а*58)2 = ?
§ 1 1 9 . Умножение многочлена на одночлен.
Примеры.
1) (я -f- & —j— с) • 3 3а —J— 35 —|— 3cj 3) (й — 5 —j— с) ftb
- ъ т2) (й — 5 —j— с) • 3 — За —— 35 -j— 3 с ;4) (й
Показать справедливость равенств 3 и 4 1)
вместо букв, 2) исходя из § 63, IX.
* ' »
Вывод. Чтобы умножить многочлен на одной
» .  “  -
каждый член многочлена умножить на 
вило знаков.
Упражнения.
•  •  •  • -
1) (2а — 45 - f  с). 3 =  6а — 125 -{-
2) (— Ъ х - \ -В у -— 8#) • (— 2) =  10а?
3) (Зй25 — 2а52 -|~53) • 2аЧ =  6а452
4) (а — 5 +  е) • 2 =  1 
б) (а — 5 +  с ) . ( — 2) =  ?
6) (За -|- 5 — 4с) • 2 =  1
7) (— 6а? — 9у —j— 2iZ) • — 3 =  ?
8) (5ар -J- 7й2й2 — aj)3) . Зй3р2 =  ?
9) — 2й3а?3 (— 4а2а? -j- 5а3а?3 — 3 аа?2) ==■ ?
Ътam cm.
чисел
х  • •  г
*■» ■*^г»
/  .





произведение ( а Ьri- :о) rh
- . .  *.
книга по математике. Ч. I
Р е ш е н и е .




1) Чему равна площадь всего прямоугольника на черт. 168?
2) Как выражается площадь каждой составной части?
В ы вод, (я  —]— 6 —|— с) ( d  —|— в) —• ad “I— —|— cd —[■— be 4~ се»
З а д а ч а  2. Помножить (я — b -J- с) (d — в).
Р е ш е н и е .  (я — &-f-c) (d — е) =  (d — е) ( я — Ь-\-с). (Почему?)
По распределительному свойству умножения (см. § 63,
- Ъ -(d — е) (я с) — d {а —  Ь с) —■ е (я — b-J- с).По правилу умно-
Ъ -j-c) ае-j- be — се. Следовательно,
жения многочлена на одночлен (см. § 116): 1) 6 - f c)
=  ad — bd-\-cd) 2) — e (a —
(a —  b~\-c) (( d—e) =  ad — bd-\-cd  — ae-\-be  — ce.
Вывод. Чтобы умножить многочлен на многочлен, достаточно, 
соблюдая правило знаков, умножить каждый член одного много­
члена на каждый член другого и сделать приведение подобных 
членов.
Примеры.
(Зя -}— 4 b — 2с) (я — 6) =  3 я® —j-- 4я6 —J— 2яс —■— Зяб — 4б2 — 2 Ьс ==
t ■ '  • . . .
в» 3я2 -j- яб-j- 2 ас — 2 be — 4б2.
2) (Зя26 —  5яб2 +  63) (2я3 — Зя26) =  6яб6—-10я4624-2я 363
4 - 1 5я863 — 3 я264 в  бябЬ —  19я462 —J-17я363 — Зя264.
a; -f-1) ( х2 — За?— 1) =  ?
я2
6) с
аЬЦ-Ь2) (я-~ Ь ) == ?
"1 /
яб-j- &®) (я-f  Ъ)= ?
■г
- 5яб 4* 2б2) (5 а2- -  7я6) =  ?
Зу — 2а?у4~ ■
• • .  1 • * ’
а?2) ( - -  2 ху2 4 - 5 х3у3 — ?
л
§ 121. Формулы сокращенного умножения.
I. Проверить умножением тождество
(а-\-Ь) (а — Ь) —  ф  — №
____ _____ _ _____________ I
Вывод. Произведение суммы двух количеств на и х  разность 
равно разности квадратов тех же количеств.
Примеры.
1) (2а +  3б) (2а — 36) =  (2а)2 — (36)2 =  4а2 — 9б2.
2) (2 +  36) (2 3Ь) ?
3) (4ж +  Ьу) (4ж — by) ?
4) (ж2 — 4) (ж2 +  4) =  ?
5) (3ху—2ж«/2)(2жу2+Зжг/)=?
6) (30 +  1) (30 — 1) =  ?
7) (60 +  2) (60 — 2) =  ?
8 )5 3 .47=? [У к а з а ] е
9) 44 • 36 





•+ 3) (60 — 8)].
8
5 . 3
6"Ж +  Т  •
У
12) (0,5ж2+  1,1) (О,ба0 — 1,1).
II. Проверить умножением тождество:
I
(а +  b f а 2 ab +  № (98}
Вывод. Квадрат суммы* двух количеств равен 
количества плюс удвоенное произведение первого количества на 
второе плюс квадрат второго количества. \
Примеры.
1) (2 а +  36)2 =  (2а)2+  2.. (2а) • (36)
2) (4ж +  by)2 — ?
6) (2 +  За)2 =  ?
3) (х 4) ? 4) (2
12а6 +  9б2. 
+  ВхуР)*  ?
6) 232 =  (20 +  3)2= ?  7) 33й =  ?
8) 522 ? 9)
3
4
10) (ОД а86+2,5а26а)8 = ?
III. Проверить умножением тождество:
х •  * * '  • .  . ■ . *  *  * „  . ;  •
Вывод. Квадрат разности двух количеств равен кт дрт у пер­
вого количества минус тшчестт
на второе плюс квадрат второго количества.
















4)2 =  ?
(30—2)2 ?
4) (2 ху2— 3x y f  
7) 272 =  ?
?
10) 652 =  ?
2
5
аб 0,5 а ? 12) (0,4а?г/ — 0,25)2 =  ?
IV. умноя^ением тождество:
(36)
суммы двух количеств равен кубу первого - 
личесгва (а3), плюс утроенное произведение квадрата первого 
количества на второе (3а2Ь), плюс утроенное произведение первого 




(2а)3+  3 . (2а)2 • (36)-
=  8а84-36а26
3 • (2а) • (36)2 -j- (Зб)3= 8 а 3-|~








Куб разности двух количеств равен кубу первого ко- 
), минус утроенное произведение квадрата первогоВ
количества на второе (за2Ь), плюс утроенное произведение первого 
количества на квадрат второго (ЗаЬ2), минус куб второго коли- 
чеотва (Ь*).
сходство и различие 35-й и 36-й.
2 ? (36) -|- 3 • (2а) •






У к а з а н  йе. лы 32, 33, 34, 35, 36 называются формулами
г- ■•■■>*
Р а  б  о т а  № 16- 
ТЕОРЕМА ПИФАГОРА.
Геометрическая г) интерпретация 2) некоторых формул сокращ ен­
ного умножения. Теорема Пифагора. Извлечение квадратны х
корней из чисел.
§ 12. Геометрическая интерпретация некоторых формул
сокращенного умножения.
Геометрическое представление формулы:
(а4-Ь)2 =  а2 +  2а& +  Ь2.
У к а з а н и е .  На 




169 представлен квадрат со ого­
н а  части, как указано ж
Вопросы.
1) Что представляет геометрически
(а +  ЪУ —  ( а +  Ъ)( а + Ь)?
2) На сколько частей разбит ква­
драт со стороной (а +  Ъ) ?
3) Как выражается площадь ка­
чаете: I, II, III, IV?
4) Что выражает сумма 
всех частей квадрата?
5) Записать эту сумму.
Вывод. Из черт. 169 видно, что площадь квадрата со сто­
роной (а -(-6) равна площади квадрата со стороной
Плюс площади двух
(т.-е. 2аЪ), плюс площадь квадрата со стороной Ъ (т.-е. fe2).
.-е.
а Ъ
1) Т.-е. е помощью чертежа. 
я) Т.-е. толкование, представление
V.
II. Геометрическое представление формулы:
(а — Ь)2 =  а2 — 2.
У к а з а н и е .  На черт. 170 построен квадрат ABGD со ото- 
роной а и при нем другой квадрат со стороной Ъ.
„ - сх ----- ж Вопросы .
1) Как выражается 
площадь квадрата








ники надо отнять от пло­




170 (т.-е. от а2-1- 
чтобы получить
&)*)?площадь квадрата., затушеванного на чертеже (т.-е. (
5) Как выражаются площади этих прямоугольников?
, Чтобы получить площадь квадрата со стороной 
(а — Ъ), т.-е. (а — Ь)2, надо из суммы площадей двух квадратов 
со сторонами а и Ъ (т.-е. из а2 -j- Ъ2) отнять площади двух прямо­
угольников со сторонами а и & (т.-е. 2 аЪ).
Итак, (iа — Ъ)2 =  а2 -\-Ъ2 — 2 аЪ =  а2 —- 2 аЪ -J- №.
III. Геометрическое представление формулы
(а — Ь) (a -j- 6) =  а2 — Ъ2.






и Е Е  =  а — Ъ;
а -  €
2) квадрат ACGHсо сторо-
HG — а; 3) квадрат 















3) Равны ли площади: прямоугольника LEFH и фигуры 
B C D G H LK B ?
4) Чем отличается фигура B C D G H L K B  от квадрата А С  G U I
5) Как из площади квадрата A C G H  (т.-е. а2) получить 
щадь, равную площади BCDGHLK?
6) Как выражается площадь квадрата A B K L ?
7) Что выражает разность а2 — Ъ2?
Вывод. Площадь прямоугольника со сторонами (а '+ Ь) и
(а — Ь) может быть представлена равной ей разностью площадей
>-------------
квадратов со сторонами а 
и & (т.-е. а2 — &2).
§ 123. Теорема Пифагора.
Площадь квадрата, пост- 
роенного на гипотенузе пря­
моугольного треугольника АВС 
(черт. 172), равна сумме пло­
щадей квадратов, построен­
ных на катетах, т.-е. с2===
а 2 +  b2.
У к а з а н и е .  На черт. 173 
построены два равных квад­
рата со стороной ка­
ждый.










В оп р осы .
составные
2) Сколько в их числе прямоугольных треугольников, и равны 
ли они между собой? Почему?
3) На какие составные части разбит II квадрат?
Сколько в их числе прямоугольных треугольников
равны ли они между собой?
5) Равны ли треугольники квадрата I треугольникам ива 
драта II? Почему?
6) Что надо отнять от I квадрата, чтобы в нем осталась вату
[бванная его часть? Как выразить ее пло
7) Что надо отнять от II
в&тушеванная
В ы в од .
квадрата, чтобы в нем осталась 
выразить ее площадь?,
Ф Л-Ъ2 (37)
Этот вывод обычно формулируют короче, чем указано выше 
f(B начале параграфа), а  именно: квадрат гипотенузы равен сумме 
квадратов катеов.
З а д а ч а . Катеты прямоугольного треугольника равны 6 и 8
Вычислить его гипотенузу.
Р е ш е н и е .  Обозначив 
теореме Пифагора,
гипотенузу буквой , получим по
Ж2 =- 6 2 + 82,
Ж2 =— 36 —j--64,
X2 == 100.
Число,„квадрат которого равен 100, равно 10 (т. к. ю 2 =  100) 
Следовательно, м.
^ У к а з а н и е .  Слова „число, квадрат которого равен 100"
_ • /
ваменяют в алгебре знаком У 100. Знак называется корень 
квадратный; он заменяет слова „число, квадрат которого равен“ 
и читается: найти корень из какого-нибудь числа или извлечь
этого числа. :
, 1) Прочесть словами обозначения:
J/25; V >7 V Tv, 1/0,01.
У к а з а н и е .  Проверкой действия извлечения квадратного 
корня служит возведение в квадрат, например:











1. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 5 см, и один
из катетов равен 4 см. Найти другой катет. ' От в. 3 см.
У к а з а н и е .  Прямоугольный треугольник со сторонами 5, 4 
и 3 называется египетским (т. к. был известен еще древним егип­
тянам, которые пользовались им для построения прямых углов).
2. Участок земли имеет вид прямоугольного
500 м и  катетом 300 м.с гипотенузой
Отв.
площадь 
60 000 кв. м.
этого
участка.
3. В леоной усадьбе, имеющей форму прямоугольника со сто 
800 м и 600 м, проложена по диагонали этого прямо 
угольникк дорога. Найти длину этой дороги. Отв. 1 км.
ронами
§ 124. Извлечение квадратных корней из чисел.
I. Д ля извлечения кв. корня из трехзначных, четырехзначных, 
пятизначных и т. д. чисел сущ ествует способ, который будет вы­
веден и обоснован во II части нашей книги и который здесь мы 
даем без доказательства, поясняя его на нескольких примерах.





О б ъ я с н е н и е ;  Положим, что требуется
извлечь кв. корень из числа 
значком справа налево, через 2 
грани этого числа (как показано у  нас в са'
мом действии).
Ищем затем наибольшее число, 
шает 7 (т.-е. извлекаем корень из первой грани) 
(так как 22 =  4, а З2 =
2
9). Выпишем число 2 направо
после знака равенства и затем,
4
возведя его в квадрат, вычтем
полученное число  из сотен подкоренного 
К  получившемуся остатку з снесем
десятки и единицы 
после этого числе 329 отделим значком «'»
а оставшееся число 32
.






*) Говерам так для 
число, выражаемое этой цифрой".
на 4,
точнее следовало
чем это число 4
сказать: .н а  удвоенное
напишем налево- от числа 32 за вертикальной черточкой. 
Число 4 содержится в числе 32 восемь раз, но восемь раз зада­
ваться, как  увидим дальше, много, а потому задаемся 7 раз. 
Приписав число 7 налево от вертикальной черточки к имеющемуся






329 подпишем под 
получится 0. Получение таким 
приписываем к  ранее найденному числу 2; получится 
Крень квадратный из числа 729 таким образом точно равен 27. 
П о в е р к а .  27 X 27 =  729.
Если бы при делении 32 на 4 мы задались частным 8, то
образом число 7
27.







384, т.-е. больше 329.
О б ъ я с  н е н и  е. Делим число 1296 на
грани 96 и 12 и извлекаем корень квад­
ратный из 12, т.-е. из первой грани. Так 
как з2 =  9 и 42 =  16, то корень из 12 ра­
вен 3.
Возводим число 3 в квадрат и вычитаем из 12. К получен­
ному остатку сносим следующую грань 96. Удваиваем первую 
найденную цифру 3 *); полученное число 6 пишем налево от 396 
делим 39 на 6. Приписываем частное этого деления 6 к напи­
санному раньше числу 6 и полученное число умножаем на 6;
получится ровно 396. Найденное число 6 приписываем к ранее
)
найденному числу 3; получится 36. Следовательно, корень ква­
дратный из числа 1296 равен 36.














О б ъ я с н е н и е .  Делим подкорен­
ное число на грани, считая по две 
цифры в каждой, с правой руки; 
б последней грани, считая справа 
у нас оказалась одна цифра, но 
в других случаях может быть и две 
цифры.
Если считать грани слева направо,
'  %
— 06, третья грань
8; получится 2. Квадрат этого числа, т.-е. 4
будет 8, вторая грань
то первая грань у нас 
— 56. Извлекаем ква-
вычитаем из
следующую грая
и к  полученному остатку 4 сносим 
06; получится число 406. Десятки этого
/
1) Точнее Надо было бы сказать „чиодо, выр&жаемоо этой цифрой*.
да
числа, т.-е. 40, делим та удвоенную найденную первую 
корня, т.-е. на 4, н, приписав наибольшее возможное частное 8
делителю 4, множим Цифр:
ответе
пишем за : 
получается
которому сносим следующую полученном
числе 2256 берем его десятки, т.-е. 225, и делим их на удвоенное 
найденное выше число, т.-е. на 2.28,  или на 56. Наибольшее
© цифра какприписываем ее к 56 и множим 564 на 4, получается 
раз 2256. Следовательно, наш корень в точности равняется 284. 
П о в е р к а .  .284 X 284 =  80656.
j
Упражнения. Извлечь кв. корни из чисел:
1) 361; 2) 529; 3) 961; 4) 1024; 5) 1225; 6) 1849; 7) 3025; 8) 4096;
9) 5625; 10) 9409; И) 12321; 12) 120409; 13) 50625; 14) 443556;
15) 544644.






8 и т. д.
Поэтому из десятичной дроби корень может точно извлечься
только тогда, когда ее знаменателем служат числа 100, 10 000, 
1 000 000 и т. д., — вообще единица с ч е т н ы м  числом нулей. 






имеется в подкоренном количестве
Например:
1) У Т ,64 =  0,8; 2) ]/4~41 =  2,1; 8) у  0,1936 — 0,44
. —4 *—16
41 4'1 84 ЗЗ'в
X I 4 1 Х4 ~ 3 3  6/
• 0 г- /' О
4) У 42,25 =  6,5 5) У 4,9284 =  2,22
—36 4









4У п р аж н ен и я .
l)
корни из чисел:
2) з) У о ,зб , 4) у  1,2 1 ;
б) 1/*2,5<5; 6) У 0,1225; 7)У 16,81; 8) У 0,005776,
9) V 9,9225 ; 10) ]/0,614656.
У к а з а н и е .  Если из десятичного числа, имеющего четное 
.число десятичных знаков, корень не извлекается, то полученный 
остаток отбрасываем и говорим, что корень извлечен с т о ч ­





(е точн. до 0,1).
2) У 54,3 
—49
у  54,30 7,3








У к а з а н и е .  Если подкоренное десятичное число имеет не­
четное число десятичных знаков (как в прим. 2), то, приписывая 
к  нему оправа нули, даем ему четное число десятичных знаков.
Упражнения* Извлечь с точностью до 0,1 квадратный корень 
из чисел:
1 ) У  5,36; 2) Уб2,05; 3) У 12,12; 4) У 36,4; 5) ]/58Д$;
в) У л З ;  7) Уб2,05; 8) У 674,84; 9 )У756 ,6 ;  10) У 834,0.
1. I стороны квадратов, имеющих площади: 45; 72; 193; 
75,6; 0,2; 1,3; 0,56; 0,007; 0,0009.
2.
8)  11 
3.
и
[числить гипотенузу прямоугольного треугольника, к 
выражаются следующими числами: 1) 2 и 3; 2) 5 




1) 5 и 2 
4.
Sill
, катеты прямоугольного треугольника, имеющего 
генузу и катет:
12 и 8; 3) 4,5 и 2; 4) 0,5 и 0,2; 5) 12,3 и 7,5.
8; 6;
6.
площадь правильного (равностороннего) тре- 
стороной а, равной: 1) 3; 2) 5; 3) 3,4; 4) 14,6; 5) 0,6. 
ть диагональ квадрата, со стороной а, равной:
1,5; 4) 12,8.
со сто-слить площадь правильного шестиугольника.
•  г 2; 3; 3) 0,56; 4) 1,3,.
к . . »  \  ^
и :.
.  • . А■ 'i' >t .
i
Р а б о т а  № 17.
АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ДРОБИ И БОЛЕЕ СЛОЖНЫЕ
У Р А В Н Е Н И Я .
Простые и составные числа. Р а зл о ж ен и е  чисел на простые 
множители. Р азл ож ен и е алгебраи ческ и х вы р аж ен и й  на множи­
тели. Разложение на м нож ители  посредством  
нов. Р азл ож ен и е на м нож ители по ф орм улам  
разность кубов д в у х  чисел, А лгебраические др оби , 
дробей к одном у знам енателю . С окращ ение др обей , 
дробей . Д ел ен и е дробей- 4П еремена  
П ропорции. П роизводи г? <гз » Я Ц и я .








зн ак ов  у  ч л ен ов , д р о б и , 
Р еш ен и е более сл о ж н ы х
Составле-
£ А •": к л  . •V
ш т  от зн ам ен ател ей .
о
§  Ш .  Прг
до порядку несколько чисел,
1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 30, 11, 12, 13, 14, 15, 16






и на самих себя?
2) Какие из этих чисел делятся без остатка еще на дт.
3) На какие числа делится без остатка число 
числе 100?
и
У к а з а н и е .  1) Числа, которые делятся только 
самих себя, называются простыми 
2) Числа, которые, кроме единицы




Вопросы, 1.) Назвать простые числа от 1 д о  100.
2) Сколько простых чисел от 1 до 100?
3) Как можно узнать, простое или составное число 84?„
ч
§ 126. Разложение чисел на простые множители.
Задача. Представить число 84 в виде произведения
етых чисел.
Р е ш е гя и е. 84 2 . 2 . 3 . 7  =  2а . 3 .7 .
Число 84 равно произведению простых чисел: 2 .2  . В . 7, 
У к а з а н и е .  Такое преобразование числа называется разло­
жением числа на простые множители.
Пример. Разложить на простые множители число 720.
е. 720 I 2 (Данное число 720 делим на 2,
360 2 полученное частное 360 делим\
180
1 2











720 =  2 • 2 • 2 • 2 • 3 • 3 • 5 =  24 • З2 • б.
У к а з а н и е . множшгел]
нужно разделить его на 2, если оно делится на 2; полученное
частное опять делить на 2, и т. д., пока не получим число, которое 
уже не делится а 2. Это число нужно делить на 3, если можно;
ом на 5, на 7 и т. д., пока в частном не получится единица. 
Примеры. 1) Разложить на простые множители числа 630,














2 360 2 540
2 180 2 ^270
2 90 2 135
2 45 3 45
3 15 В 15
5 5 5
•  >







2*2- 2-3-3 -5 =  28• З2• 5
6 4 0 =  2 - 2 • 3 - 3 • 3 • 5 =  • 3» • 5
v  .
■ * .  ■ •
. ..
Общий наименьший знаменатель данных дробей должен де­
литься без остатка на каждый из знаменателей, а для этого Ш 
должен содержать все простые множители, которые встречаются
в знаменателях, и притом в наивысших степенях, 
в каких они встречаются. Поэтому общий наименьший знамена­
тель (который иначе называется наименьшим кратным всех 
знаменателей) равен
24 • з3 • 5 =  2160 (проверить!).
Сравнивая разложение 24-33-5 общего наименьшего знамена­
теля с разложением знаменателя 48 — 24 • 3, мы видим, что 
последний должен быть умножен на З2-5 =  45 для того, чтобы 
из него получился общий знаменатель; действительно, 48*45 — 
2160 (проверить!) Это число 45 называется дополнительным
множителем дроби 1 Точно так же дополнительный множитель
дроби 11360 равен 2-3 =  6, и дроби
7 равен 22= 4 .
Поэтому, производя сложение данных дробей, получим
45 6 4
1 , 11
л л  ,Р4 ш*гщ'£**48 ~  360
7 45 -f- 66 28 139
2160
3) Произвести действия с дробями:
1
216 2 ) - ^ г 4 -  17
5










? 4) ж4 : ж2 =  7
2) ж6: ж2
5) 6а3ж4:
6) — 12аБЬ4с : 
8)
2 аж2 За2ж2 (проверить 
4 а354 =  3 а2с. 7) 8 ж2у®:
15жг/2#3: byz — 7 






9) 20 (a -f- Ъ)5:
Ь)2 =  ?
1, 2, 3, 4?
?
одшя*
правило деления одночленов по при-
20Т
П римеры .
1) {ах-\-Ъх— сх) : х  =  a -f-6 — с. 3) (4аЪс — 8a62-f-6a262) : — 2аб =  ?
2) (За26 — 6аЬЧ^):&аЪ —  112а— Ъ2с, 4) (—5а2 —|— 10а26—15а3): — баа =  ?
б) (8гк3«/ —J— 12#2у2— Юх^уЧ) : 2х%у =  ?
Вопросы .
1) Как проверить полученные частные в примерах 1 и 2?
2) Как формулировать правило деления многочлена на одно­
член на основании примеров 1, 2, 3, 4, 5?
жат
§ 128. Разложение алгебраических выражений
на множители.
Дан многочлен 4 а + 4 Ъоба члена которого содер- 
множитель 4.
Разделив многочлен на этот множитель, получим:
(4а 4 -  46): 4 а 6.
Так
то 4а *
как делимое равно делителю, помноженному на частное, 
46 =  4 (а-|-6).
2. (аЬ +  ас): а =  Ь +  с, следовательно,
аЪ-j  ас == а (6 -1— с).
Вопросы. 1) Какой общий множитель содержит оба члена
выражения аЪ +  ас в примере 2?
2) Чем отличаются по форме выражения аЪ +  ас 
Пример 3. Преобразовать таким же способом
I а(Ъ -р с)? 
выражение:
ш  4- Ъх —  сх. 
Р е  ш е н и е. ах 4- Ъх—  сх —  х ( а '+  Ь —  с).
У к а з а н и е .  Преобразование, указанное в примерах, 1, 2, з, 
называется разложением 'выражения на множители. Вообще пре­
образование алгебраического выразкения в произведение нескольких  
множителей называется разложением на множители.
на множители выражения:.
1) ас-\-Ъс; 6) 3 —j— 6а;
2) За- f  66; 7) Юаб — 56с;
3) a2-f-ab; 8) 2 а —-2 ;
4) abc -j- dca; ‘ 9) Юаб2 - f  56; ,
5) 5а6 — 56с; 10) 24а26—-12а62-{4 6а6.
' Ошв. 6) В (1 if-  2а); 10) баб (4а — 26 + 1)
У к а з а н и е ,  Способ разложения на множители, примененный 
•э предыдущих примерах, называется способом вы несения общего 
множителя за скобку. При вынесении за скобку буквенных мно­
жителей, буква берется с наименьшим показателем степени.
Задача. Разложить на множители многочлен: — аЪ НЬ ас.
Р е ш е н и е .  1-й способ: — аЪ-\-ас — а (— Ъ-\-с);
2-й способ: — аЪ-\-ас — — а ( —с).
t.
Вопросы. 1) Чем отличается первый способ разложения от
второго? ( .
2) Почему переменились знаки в скобках во 2-м решении? 
У к а з а н и е .  При вынесении за скобку общего множителя 
со знаком минус, знаки всех членов данного выражения меняются 
на обратные.
Упражнения.
1. Вынести за скобки общий множитель со знаком минус 
в выражениях:
V . • Ч
1) 2а — аЬ; 3) lQa3b2 —  8a2c-j-4a&; \
2) — аЪ-\-ас — ad; 4) 35ax—
г ) • * '
0
2. Разложить на множители выражения:
1) — aib‘2 Ва-Ь^ с — авЪ3; 6) а (ж-| -?/);
2) 9хгуь — 6гсбув — 3х^у'1; 7) ж2 (а — Ъ) -— у (а — Ъ);
3 ) б аЪ — 12a262 —j— 18а3Ь2; 8) 5а2 (&-|-с )-{-1 Оа (Ь-\-с);
4) 24а2жуб— 16а2жб-—40а10гс2; 9) Вх (а — Ь)-\-(а —  Ъ);
5 ) 48а,166 — ЬбаЩ — 30&бс3; 10) 6а {х — у )- \-х  — у.
129. Разложение на множители посредством
группировки членов.
Разложить н-а множители многочлен ab-\-ac-\~bd-\-cd
'■ • . • • \
Р е ш е н и е :
аЬ 4- ас -f- Ы Ц - od — а (Ь —j— с) (a -j- (I),
I ш
1*£ Рабочая книга шо математике. Ч. . 209
'
Вопросы. 1) Какие группы членов данного многочлена .имеют 
общий множитель?
'2) На сколько групп, имеющих общий множитель, разбился 
многочлен?
3) Какой общий множитель членов I труппы? II группы?
4) Сколько членов имеет преобразованный многочлен;.
а(& +  с ) - Н  (6 +  с)?
5) Какой общий множитель . имеется в обоих-' членах этого
Упражнения. Разложить на множители способом группировки
вы раж ения:
-1) а2 -)- - |- ае --о be; 6) аж — by 4 -а 4 -& ;




3) asbs — aBbBd - \-  а262 —-a 2b2d\ 8) аж2 —
V
- Ьх2 — аж -4  сж2 — Ь х—
4) 2а2ж — 3 Ьх —- 2 а2 у -|--Збу; 9) а2ж —- Ъвх  4~ сж -f  а2у  — Ъву  4 -  су;
5) 4а26с—8a2bd-—6аЬ2с -4  12bh2d\ 10) аж2 —- Ьх2 -— аж -— сх2 - \-Ъ х -—&.
т
§ 1 3 0 .  Разложение на множители по формулам.
Упражнения.
1. Разложить на ители
а2
>





2) 49 — &2; 
5) 1 — ж2;
3) 81 —16 а2;. 
6) 4&2— 1;
7) 36а2— 2562; 8) 81а2— 16с2; 9) а2х2^2 1 С21)2*
m2. Разложить на множители по формуле$
ы





2) 25 + 10а-}-а2;
3) а2-]*-6а4-9 ;
36 4- 12& —}— &2;
9b2
В) 126а& +  49&2;








О те. Г75 Ж
Разложить на множители по'' формуле
- 62 = (а — 6)2 (
2) а262 — 2аЬс с2;
121) выражения:
3) 36а2 — 48<t^ > —(— 1бЬ2^
4) а262 — 2 ab4- с2.
§ 131. Сумма кубов и разность кубов двух чисел.
V.T
Проверить умножением тождества:
а 3- -  —  (а  - • b) - а Ь ~ - //2 )
•
% i со sT 1 Ъ) (а2 И\ - a b - \-
(Щ
(39)
У к а з а н и е .  Выражение а2— а& —|— Ь2 называется неполным 
квадратом разности чисел а и Ъ; выражение о ? ab № назы­
вается неполным квадратом суммы тех же чисел.
Выводы. 1. Сумма кубов двух Чисел равна произведению суммы 
этих чисел на неполный квадрат разности тех же чисел.
2. Разность кубов двух чисел равна произведению разности этих\
чисел на неполный квадрат суммы тех же чисел.v
двучлены:
% >)
1) а3 4-8 ;
4) а3-К 1;
2) 27—
>) х 3 — 1;
3) 27ж3 -\8;
6) 125 — 63.
Примеры. Разложить на множители по формулам 38 и 39
§ 132. Сокращение алгебраических дробей.
У к а з а  ние.  Выражения:
^  ё
браическими дробями. ->
а х  -j- Ъ 2асу Ь
Ъ ’ с —• cV Зс -4- называются алге
Пример 1. Сократить дроби:
Р е ш е н и е . 2 а2Ъ
2 а аЪ% 
2 Ъ ’ а с
аЪ Ьа. • _
Ъ ’ ас
вопросы, что сделано для сокращения данных
2) Какой общий множитель имеют числитель
первой дроби? второй дробр?
■ . < - »  •  •  •
3) Изменились ли дооби. и  как?
знаменатель
Пример 2. Сократить дробь аЪ ас
Р е ш е н и е . аЪ 4- ас а (Ь -|- с) Ъad. ad d
14* 211
Пример з. Сократить дробь 16а2 — 9б2
Р е ш е н и е . 16а2 — 962
16а2 12а6 -{- 9б2
16a2-f-12a6-f-9b2
(4а -]- 36) (4а — 36) 4а — 3Ь







8а _ ас2 # а26 _
461 ^ 6 ’ а Ч ’
а26 9а6 баб2• •


















(а +  б)2 .
8)
9)
(а 4--6 )3 ’
2 а --  1 ♦
4а2 --  1 ’
З а -- 1
9а2 — 1
•£-**§ 133. Сложение и вычитание дробей с одинаковыми
знаменателями.







£ 4  £ 
6 ^  6
а Ъ
d
2 а — 6 
а 4~ 6
5
? 2 ) | + С
d
Ь Ъ




? 5) a 4~^ | 2a 4 -3 6
6 a
3a — 46











a2 62 i a2 — 62‘
?
6
3a; — by 4~ 2 
2a;— 1
1 — 8c
(a — 6)2’ • <
1
Вопрос. Формулировать и записать правила сложения и вычи­
тания алгебраических дробей с одинаковыми знаменателями.
' :№КЖ|1>1 Дг
сложении и вычитании с одинако-
знаменателями, надо складывать и вычитать их числите ли 
сьгоать общий знаменатель. Вели числитель вычитаемойIMS
то при вычитании надо знаки его членов
Примеры.
d! ъ,
1) а 4- — b +  d
ad Ъс del —|— Ъс
~ bd bd bd • . • ч >
1- 1
а—Ъ/ а+Ч
( а —  Ь)х
-
2)
X г/ {а 4Г Ъ)у (а— б) ж—:(а-{-б)г/








у2 — 2ху—-  Ж 2  ' X —4 у 0» -








a - j- 1 1 Н"
б
а —|— 1




Вопрос. Формулировать и записать правила сложения 
вычитания алгебраических дробей с разными знаменателями.
/
Упражнения.






2) Т 2 + с; 3)
а
26 3 5
С Л\ Х 




f ; 7) Х- М + Х
(X -j— 1 *
У.
а Ъ
З а - \ - 2 Ъ  2 а







X2 -4- X — 1



































и записать правило умножения
Ш• .








~аЪ’ ¥  ‘ 3 ’
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5 ad2 3c2<i






а Ъ а — Ь
Ъ . ^ 2
О >6
6





а то а — ft
а Ъ а 4-
а
























Вопрос. Как формулировать и записать правило деления дроби 
на дробь? дроби на целое число? целого числа на дробь?





Ъ ' ft2 ’ 3)
а-\- Ъ а — Ъ 
а — Ъ а —J— Ъ 4)
1 ~Ь х  . 1 х
(1 х)2 1 +




4 — 4 _ 4 _ -
2 “ — 2 ” “  — 2 “ “ 2
а — а а — а












3. .правило, указывающее, как следует изменит] 
внаки членов дроби, чтобы знак дроби изменился на обратный.
У к а з а н и е .  Бели знак минус поставлен только перед числи
телем или только перед знаменателем дроби, то его можно поста
ж


















1) Указать первое и второе отношение пропорц
__ _ о
\  \Т г* л оофг тлтто f^ TTTT^ ТТ ЛПО TTHfia ТТТТА1ШГ ГТГТЧАТТАТДТТЕТ2)
3)
1 V U / U U 1  U  X i V J ^ / j U V  V  ЛЛ J J  I  V W  V  A X X U - L A J l  V A J . U I V  X A j L /  V J L J . V J ^ ^ J L 4 . ^ e
Указать крайние и средние члены пропорции.
Указать предыдущие ц  последующие члены пропорции.
V
О с н о в н о е  с в о й с т в о  п р о п о р ц и и :
Из равенства аЪ 7  следУет: 53
ad cd
=  Ы или ad — Ъс,%т^,е. про-W•>
наведение крайних» членов прорции равно произведению
0
средних членов (главное свойство пропорции, см.
ее
84).




С \; 2) — X X
Ъ 2а
7 ’ 3> з5
4)
а "4~ Ъ п -j~ 6 _





а 6 а 6
Составить пропорции из равных произведений:
6) 4 .5  =  2 . ю; 7) 15 • 2 =  10 • 3;
8) ah — cd; 9) аЧ — c2cf;
10) (а -}-^ )(а — 6) =  (а - |-с )  os
§ Производные пропорции
‘fiSSfc •. .
Ук а з а н и е. Из каждой пропорции 









Прибавим к обеим частям равенства или отнимем от них
















а 4- b с + d
b d *  #  Ф • (2^
Вывод. Сумма или разность членов первого отношения отш- 
сит с я к последующему члену того оке отношения, как сумма или 
разность членов второго отношения относится к последующему 
члену этого отношения.






2) Перемещая члены пропорций (1) и (2), составить и фор- 
муштровать еще несколько производных пропорций.





Р е ш е н и е .  Составим производную пропорцию 5—- х  -4-- х
20 +  4 5











с х  . а 
— ; 2) - Р  х  J Ъ

















Так как делимое равно делителю, помноженному на частное, то
а bq, ах — bxq, , \  Ч-
м почленно, (т.-е. левые части между собою и  правые
\
й ~т~ й btq + а ~|“ их-4— йд К +  h )’
откуда
_ Д-f  а1 +  й2
b -f- Ьх-}- &2
НО
а а1
9 = т  *7 _  Щ7’
следовательно
О/ —j— Ctj —I-” 6^2  ^ ^2
5 -|— Ъ1 Ъ2 Ъ Ъу Ъ%
&
Вывод. Сумма предыдущих членов нескольких равных отноше­
ний так относится к сумме их последующих, как какой-нибудь из 
предыдущих относится к своему последующему.
Упражнение. Проверить этот вывод на числовых отношениях:
3 _  6 _  7 
в " 1 0  "14*
§ 140. Решение более сложных уравнений.
1. Дано уравнение.
1.01 1,7 (х — 3) =  0,3 (1,7 — х).
Раскроем скобки:
1.01 —-1,7 ж -}- 5,1 =  0,51 — 0,3 х.
Перенесем члены, содержащие ж, в левую часть, а члены, 
ве содержащие х, — в правую часть (см. § 66):
1,7 х-f  0,3 ж =  0,51 — 1,01—  5,1,
Умножив обе части на
1,4 ж
1,





У к а з а н и е . всех членов уравнения можно ивменить
на обратные, что равносильно умножению всех членов уравне­
ния на 1.
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П. (7 — ж) 12 — (37 — 6 ж) 8 4-4.
Прежде чем раскрыть скобки, разделим обе части уравнения 
^ а  4 (т.-е. сократим уравнение на 4).
пли
(7 — ж) 3 == (37-— бж) 2 - и .
21 — Зж =- 74 - 12# +  1*
ли
Зж —|— 12 ж — 7 4 -— 21 +  Д
ИЛИ
9ж =  54,
откуда
Ж 6.
У к а з а н и е .  Если все члены уравнения делятся на какое- 
нибудь число, то уравнение следует сократит^ на это число.
Упражнения.
1) 8(10— х) =  5 (ж + 3 ) ;
2) 8(9 — 2ж) =  5 (Зж +  2);
3) 6(ж +  1) +  3 (8 — ж) = 1 1  (ж+  2);
4) 4 (ж — 3) — 2 (ж — 1) =  0;
5) ,15(2ж — 3) =  5 |+ 2 0  (ж+  2);
6) 4(5ж +  2) — 7(1 — 2ж) +  5 (8 — ж) ==128;%
7) (4ж — 6) 3 — 6 =  9 +  3 (ж — 1);
8) 6(16Ж— 2) — 7 (8ж+ 2 ) +  8 (14 — 6ж) — 58 =  0.
/ . '.1
§ 1 4 1 .  Освобождение уравнений от знаменателей.
Пример 1. Решить уравнение
-  •
ж + 1 2ж + -1  3
Р . е ш е н и е .  Умножим чзбе части на 3
/ I v л 2# —4— 1 ( ж + 1 )  3 = — —— • 3,3
Зж —j~ 3 —— 2ж —I— 1*
3 ж — 2 ж =  1 — 3,
откуда
х 2.
Пример 2. Решить уравнение
5 х 18 — бх 
12
Р е ш е н и е .  По свойству пропорции имеем
(5 -- ж). 12 == (18-— 5ж) 8
пли - 1
< (5 - со II= ( 1 8 - - 5ж) 2,
откуда •




Зх 1 7ж — 6
5 10 Отв. 4.
1)
О /уъ 
О 2 5(7 — ж).
6 9 Отв. 4.








Ч .  _




















( * • . ,
Умножим все члены полученного уравнения я а  6
ил
пли
2ж4-3ж =1 X = 2 ( 7 — ж),
2 ж -}- Зж == 14 — 2ж,.
2ж -f- Зж -{~ 2х =  14»
V  : '■н;/
НЛП
7 х =  14,
откуда
X 2.
У к а з а н и е .  Если уравнение содержит дробные члены, то 
следует все члены уравнения привести к общему знаменателю 
и затем знаменатель этот отбросить.
У п раж н ен и я. Решить уравнения.
+л х —  3 , х — 4 _ х —  5 , ж -{-1.
------1 „ —  ^ "г4 3 2 8 Отв.: 7.
2)
8 х 5 — 4ж -f-6.
6























6 Отв.: 301 /о.
9
7ж. Отв.: V».
§ 142. Составление уравнений с одним неизвестным.
/
З адач а  1. В двух кусках содержится 48 4( материи. В пер­
вом куске на 12 м больше, чем во втором. Сколько метров
и в каждом 
Х о д  р е ш е н и я  з а д а ч и :
L  Обозначение неизвестных задачи.
Сколько метров во втором куске?
2) Сколько метров в первом куске?
3) Сколько метров в обоих кусках?
II. Составление уравнения.
Ж 4" 4“ 12 =  48.
III. Решение уравнения.
2ж =  48— 12,
к О ф
X 4® 42'
х  -j- х  4* 12»
• V 2ж==3б; 
18.
.* Л  • ,  • V
\  /  f * .  Г-  J
ж 12 =  30.
- -s:
. 30 м; 18 м*
Задача 2. В двух корзинах 440 яблок. В первой втрое больше 
чем во второй. Сколько яблок в каждой корзине?
Х о д  р е ш е н и я  з а д а ч и :
I. Обозначение неизвестных.
1) Сколько яблок во второй корзине?
2) Сколько яблок в первой корзине?
3) Сколько яблок в обеих корзинах? x-j-3x.
II. Составление уравнения.
х -\-З х  — 440.
III. Решение уравнения.
4ж =  440; 
х  = 110 .
Отв. 330; 110.
__  \ '
Задача 3. В сплаве, весом 72 кг, содержится медь, олово и
цинк в отношении 4 :3 :2. Сколько кг каждого металла содер­
жится в сплаве? ( У к а з а н и е .  Разделить число в отношении 
4 : 3 : 2  значит разделить его на такие 3 части, чтобы в одной 
содержалось 4 доли, в другой з таких же доли, в третьей 2 та­
ких же
Х о д  р е ш е н и я  з а д а ч и :
I. Обозначение неизвестных.
1) Сколько кг в одной из равных долей?
2) Сколько кг меди в сплаве?
3) Сколько кг олова в сплаве?




II. Составление уравнения 
х —I— Зх —{— 2л? =  7 2,
откуда
х 8.
кг; 24 кг; 16 кг.
Задачи.
1. Луг, лес и пашня (вместе занимают 390 десяти
десятин луга вдвое меньше, чем 
чем пашни. Сколько десятин луга
, а В 5 меньше,
. 30, 60 и 300.
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2. Со станции вышел поезд, проходящий 30 в час. Черев
вышел поезд, проходящий 452 часа с той же кмстанции
*
в час. Через сколько времени второй поезд догонит первый?
От в. Через 4 часа (после выхода 2-го поезда).
3. В одном доме живут 48 человек, а в другом — в четыре 
раза меньше. ‘Сколько человек должны перейти из первого дома, 
во второй, чтобы в обоих домах оказалось живущих поровну?
4. В одном доме живут 75 человек, в другом
Отв. 18.
в пять раз
меньше. Сколько, человек должны перейти из первого дома 
во второй, чтобы в первом доме оказалось живущих вдвое больше?
Отв. 15.
5. Знаменатель неизвестной дроби на ,2 больше ее числителя.
Если к числителю этой дроби прибавить 1, а к знаменателю 3,.






6. В сплаве находится медь и олово в отношении по весу 5 : 3
Меди содержится в этом сплаве на 50 к& больше 
сплава. 'Сколько меди и олова содержится в сплаве?
5
9 веса всего/
Отв. 450 кг; 270 кг.
7, В сельсовет избраны коммунисты и беспартийные, прич 
число коммунистов составляет 75% числа беспартийных. При п<^  
ревыборах число коммунистов уменьшилось на 5„ а число бес­
партийных на столько же увеличилось, и отношение этих чисел 
стало 2 :5. Сколько коммунистов и сколько беспартийных было 
в совете до перевыборов? Отв. 15 и 20.
8. треугольника равен вторая его сторона
в 3 раза больше первой, а третья на 2 см больше второй. Опре-
Отв. 5 сШ\ 15 см и 17 см.ть
9.
еугольника.
трапеции, основания которой находятся в отно- 
5 и высота которой составляет 6 дм, равна 81 кв. дм. 
основания трапеции. 2 и 15
Радиус основания конуса равен 8 см и образующая 10 см* 
число градусов в дуге развертки конуса. Отв. 228°.
Р а б о т а  № 18.
СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ.
Решение системы двух уравнений с двумя неизвестными первой 
(степени. Способ сложения и вычитания. Способ подстановки. 
Графический способ. Задачи на составление системы двух урав­
нений с двумя неизвестными.
§ 143. Способ сложения и вычитания.
■к• г:'
У к а з а н и е .  Уравнение 2х +  3 = 1 8  называется уравнением 
с двумя неизвестными.
Вопросы. 1) Подставить в это уравнение вместо х какие- 
нибудь произвольные числа, например 1, 2 , -з, . . .  и вычислить у^
2) Изменяется ли значение у с изменением значения ?
У к а з а н и е .  В уравнении--с двумя неизвестными одно неиз­
вестное есть функция^ другого неизвестного. Такое уравнение- 
имеет ^бесчисленное множество решений и потому называв гея 
неопределенным.
1 случай.
Задача. Определить, при какой паре числовых значений не из-
'  • .  '  ё
вестных удовлетворяются одновременно следующие два уравнения 
с двумя неизвестными:
х -\-2 у  = 8  . (1)
Ьх — 2у =  4 . . . (2)
\ *
Р е ш е н и е .  1) Какое неизвестное имеет одинаковые коэффи­
циенты в этих двух уравнениях?
2) Какие знаки стоят перед этими
3) Найти сумму левых частей этих
4) Найти сумму правых частей этих
нтамц?
22Ь>
Обе суммы можно соединить знаком равенства, так  как  они
неизвестным
баз =  12,
откуда \
аз 2.
Подставив в одно из данных уравнений, например в первое, 
вместо # найденное его значение, получим
2 -f- 2у — 8.
Решив зто уравнение, получим
У =  3.
Проверить подстановкой, удовлетворяются ли оба указанные 
уравнения найденными значениями х и у.
У к а з а н и е .  Два уравнения с двумя неизвестными, удовле­
творяющихся одной и той же парой числовых значений неизвест­
ных, составляют систему двух уравнений с двумя неизвестными.
этой пары числовых значений неизвестных назы­
вается решением системы.
Упражнения. Решить следующие Л
1 ) * + >  =  25;х У 7.
Ошв.: 16; 9. [ 8х 4- Ьу — 57; ^г) j , . 1 4; 5.4.Т —  Ьу
I
€ х е м а ,  т.-е. порядок решения системы уравнений (I случай)
система:
2аз -J- Зу =  12 . (1)
баз —  3
1) 2аз — 3 у
5аз —  3 у
12
9
9 . . . (2)
3) 2 • 3 -f- B y  —  12 ИЛИ 6 +  == 12;
4) З у  —  12 — 6 =  6;
21
2 ) х
7 3; аз =  3. 5) У
6






56 . . . (1) 
26 . . . ( 2 )
Вопросы. 1) Какие знаки стоят перед равными коэффициен­
тами при у  в этих уравнениях?
2) Получится ли уравнение с одним неизвестным в результате 
«ложения этих уравнений указанным выше способом, т.-е. посред­
ством сложения этих уравнений почленно? (левой части с левой 
частью и правой части с правой).
У к а з а н и е .  Переменив знаки в одном нз уравнений, н’апр. 
в уравнении (2), на обратные, складываем оба уравнения по­
членно, как в случае I.
С х е м а  р е ш е н и я  (II случай):







Подстановкой вместо х его найденного значения в одно из этих
уравнений сами определите у .
У =  4.
Вопрос. В каком случае при решении системы не надо менять 
знаки на обратные в данных уравнениях, и в каком случае надо 
в одном из уравнений переменить знаки всех ето членов 
обратные?
У к а з а н и е .  Указанный выше способ решения 
нений называется способом сложения или вычитания.
Упражнения. Решить системы уравнений:
1)
S x + S y - 2 b \
3x-j-5y== 19.
ЗУ 1 o x - j - 8 y
'  ' 5х -j- 2у
2i;
l.
9а; -j- Ay -  61;






• •• ♦  • *
6 . . . (2)
Раб<ги|ая .«шгга Ч* I
Для решения этой системы:
1) Умножьте все члены уравнения (2) на 2, чтобы уравнять
инденты при неизвестном
2) Перепишите уравнение (1) и под ним
уравнение (2).
3) Решите полученную систему указанным
преобразованное
выше способом
и проверьте решение подстановкой.










t to 1!~ 6 2 6 ж - -  4г/ — 12
13ж =  52
X 4; — з.




О ?/о U 32 ;










4 ж - р  3 у  18. 4)
2ж —  1 5 у  —  В 1.
В х бу =  22.
Вопрос. и,±
1) 5; 4;
2) 3 ; СЬ о
3) 3; 2;
4) 9 ;  1;




б х  —|— З у  =  11 . . . (1 )
В х - \ -  2 у 7 . .(2)
У к а з а н и я .  1) Умножением всех членов уравнения (1) на 
2 и веек членов уравнения (2) на 3 уравнять коэффициенты при у .
уравнения подписать одно под другим,Ои)
решить и проверить решение подстановкой.
Вопрос. Решить эту же систему, уравняв коэффициенты при х, 
и сравнить оба результата.
С х е м а  р е ш е н и я .
Вх -j- 2 7
2
3
10ж -ф- 6*/= 22
9 ж = д 6 г / 21 Н”
х  =  1; 
У —  2.
• ‘ -1 
•  • ’* "ч
• ч .  . . .  ’ •
v





l x  -j 4у — 47;
5 ж -j Ъу — 37;
3 ж 4 - ю у II to V# «
12ж - == 3.
Зж -| 1 II 34;
5 ж —| II1"-1 57.
“Гоо 7
В1оу—
t \ - в ~







Ъ х - \ -Ь у  —  37;
Зж 4- 2 у 14.
15х 4г/ =  24;

















,1  ,1т; 1о
5) 10; 1.
6) 1 ; 1.
7) I- 13’ 2 '
8) 4; 40
144. Способ подстановки *
Все выше указанные системы уравнения можно решить другим
способом.
Зж pHУ
Возьмем одну из прежних систем
5 ж —J— 3 у =  11. . . (1)
7 . . . (2)
например
Перенося член 2у из левой части уравнения 2) в
часть, получим
Зж =  7 9 4/
его






—j— 3 у —~ 11
ое его выраже-
1Т># С  i
85
Освободив последнее 
— 10 г/ —j— 9у — 33; или
У 2, откуда
уравнение от знаменателя» получим:
35 — у ~  33; или — у =  33 — 35; или
У =  2.
Подстановкой в уравнение (3) найдем





У к а з а н и е. Такой
способом подстановки.
способ реш ения системы называется
С х е м а  р е ш е н и я  с и с т е м ы  с п о с о б о м  п о д с т а н о в к и :
1) Qx — 7 £>'"‘ 2) ху\
( 5 х - \ - Зу == 11;
( Зх  -j-~ у  - = 7.
7 2  У.. 3) 5-— 2 1
7 2 У
3 +  Зг/ =  11;
4D
Лоэ 10v
3 Зу — И ; 5) 35 — Ю у-\-9у =  зз; 6) 35— = з з ;
7) г/ =  33 —-35; 8) */ 2; 9) у — 2;
X 7 - 2 - 23 1; а?= 1 .
Упражн Решить способом подстановки или способом








7х — 2у = 16; f* 1f и х +  бУ“ = 24;
Ьх -j- 2 — 8 - t О <1 9х +  8у == 93.
Отв. £ 2; У — - -  1. Отв. х  == — з; У= 1 5 .
Ъх -j- 4 у ~ 7;* •
7 •
' 6ж — 19 ?/ =  4;
Зх —  7 г/ ==29. П х
С
+  Зу*=  83.
Отв. ж — 5; у - ~ - -2 .
\
Owe. х  —  7; г/ =  2.
11 х  —j— 0 у —
7х-\- Зу =
ЬЧХ» Л^  1 у 
= 2. 8
\ 10 х  )\
7 =-  2— • z  3 ’
Owe. а: = 1i 1; у == 3. { 1х ”Ь 6у = = 5,5.
8ж — 15г/ == 19;%. ■
V
Отв. х 1 •
' 2 *
1
у**  Т ;
7 а?-f- 9г/ =
Owe. »
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§  145. Графический способ решения системы двух уравие-
нии с двумя неизвестными первой степени.
Дана система уравнений
Ъх —J— 2 у —— 18 
2а? -j- у  2
. . а )  
. . ' ( 2)
Перенеся За? ив левой части уравнения (1) в правую его
часть, получим





За? —j— 18, 
Вх -j- 18,





Y -{- 9 # * • • (3)
Точно так же из уравнения (2) получим
у =  2а? —j— 2 . . . . . . . .  (4)
, I




а? —J— 9 . . . . . . .  (а)
у =  2а? -j— 2 ...............................(б)
каждой из этих функций, как известно • §
есть линия
возьмем прямоугольную систему ююр
(а) (см.







При х =  0 и у  =9 ,  получим на чертеже точку А (черт. Г74). 
При х — 6 и у —  О,' получим на чертеже точку В.
Соединив точки А  и В, получим график 








откуда получаются точки С (0 , 2) и (1, 4) 
Соединив их, получим график ф}:
Точка Е (2, 6). в к(
У.
надлежит обеим прямь: 
х =  2 и у =  6 должны






Вопрос. Проверить полученные корни подстановкой. 
Упражнения. Решить графически и аналитически системы:
1) ( З х — 2 у  — 5; 
2 х  —[— у  === 8.




§  146. Задачи на составление системы двух уравнений
с двумя неизвестными.
1. На одном заводе средняя заработная плата неквалифици­
рованного рабочего составляла 50 руб. в месяц, средняя зара­
ботная плата квалифицированного рабочего — 80 руб. в месяц, 
а ежемесячная выплата всем рабочим составляла 6 600 р. Через 
некоторое время заработная плата повысилась, при чем средняя 
заработная плата рабочего без квалификации стала 70 р. в месяц, 
средняя заработная плата квалифици рованного рабочего — 90 р. 
в месяц, а ежемесячная выплата стала 8 800 р. Определить число 
рабочих той и другой категории.
Р е ш е н и е .
/. Обозначение неизвестных. Обозначим число рабочих 1-й кате­
гории через х; число рабочих 2-й категории через у. Выплата всем 
рабочим 1-й категории по старому тарифу 50 х; по новому тарифу 
70 х: выплата всем рабочим 2 й категории по старому тарифу 80 у; 
по новому тарифу 90 у.
I I .  Составление уравнений. Сог асно условию задачи
50ж
70ж — 90?/== 8 800
6 600 ........................ (1)
(2)
///. Решение системы уравнений (1) и (2). Предлагается решить 
тему самим утащимся, причем следует для .упрощения решения 
члены уравнения (1) и все члены уравнения (2) разделить на 10.
100 и 20 .
2 . Расстояние между осями двух параллельных валов равно
эти валы нужно надеть
радиусы
12 см. На 
с другом.
между скоростями вращения валов должно оыть равно 2 : з.
Отв. 7,2 см; 4,8 см.
3. На станции железной дороги общее количество пасс* 
оких и товарных вагонов составляло 115.
пассажирских
Через некоторое 
и 20 товарных вагонов были отправлены в { 
причем число оставшихся пассажирских i
составляло одну треть числа оставшихся товарных вагонов. 
Сколько было тех и других вагонов первоначально?
От в. 35; 30.
4. Рычаг, длиной 1,2 м, имеет на своих концах грузы 2 
6 кг и находится в равновесии, 
от концов рычага.
5. Для ремонта нескольких
расстояния точки оперы
Отв.0,9 м; 0,3
домов рабочая артель выслала
в первый день 20 маляров и 35 штукатуров, во второй день 
25 маляров и 30 штукатуров. За первый день 
артель получила 120 рублей, за второй день —
г работ по ремонту 
 122,5 руб. Опре­
делять дневной заработок маляра и штукатура.
Отв. 2 руб. 50 коп.; 2 руб.
6. Образующая конуса на.З см меньше образующей цилиндра, 
радиус основания конуса на 3 см больше радиуса основания, 
цилзшдра. Сумма образующей цилиндра н радиуса основания 
конуса равна 16 см. Зная, что боковая поверхность цилиндра
вдвое больше боковой поверхности конуса, определить их обраwrt
зующие и радиусы их оснований Отв. 8 см\ 5 см.
выпекли
рне было 1,5 г пшеничной и ржаной муки, из которой 
ый и черный хлеб. Белый хлеб дал 12%% припека,. 
24%, так что получилось всего 1745 кг хлеба. Сколькоа черный — 
было в пекарне пшеничной и ржаной муки?
Отв. 1 Т ,  0,5 т.
Боковое ребро прямоугольного параллелепипеда
соседней
основания втрое
больше бокового ребра. Определить объем параллелепипеда.
Отв. 280 куб. дм.
9 . Пароход по течению реки идет со скоростью 20 км в чао, 
а против течения 16 км в 4час. Определить скорость течения реки 
и скорость парохода в стоячей воде.
. 2 км: 18 км.
Р а б о т а  № 19.
ПАРАЛЛЕЛЬНЫЕ ПРЯМЫЕ.
Сумма внешних углов многоугольника. Сумма внутренних углов 
треугольника и многоугольника. Параллельные линии. Углы 
при параллельных линиях и секущей. Две прямые перпендику­
лярные к третьей. Признаки параллельности прямых. Расстояние 
между параллельными линиями. Деление отрезка на равные 
части. Построение параллельной линии, проходящей через дан­
ную точку параллельно данной прямой. Углы с параллельными
и перпендикулярными сторонами.
§  I-
Вопросы. Чему равна сумма всех yi 
одной точкй О? Сколько
углов? Сколько градусов?
2) На сколько градусов по­
вернется стрелка часов, сде­
лав один полный оборот?
На сколько прямых углов по­










. 176) и движется, как
на чертеже, по замкнутой ломаной линии
находится в точке А
BCDEF, называемой- периметром многоугольника. В каких пунктах 
он будет поворачиваться, и на какие углы, чтобы сделать полный 
оборот вокруг точки О?
Указание. Углы поворотов: В'ВО, С'Си, / .  D'DE^
E E F  и ^  FrFB называются в н е ш н и м и  углами многоуголь- 
ника BCPEF (каждый из них составлен стороной миогоуголъ-
4  Г
ника и продолжением соседней стороны).
4) На сколько прямых углов (или на сколько градусов) по­
вернется человек, сделав полный оборот по периметру вокруг 
'точки' О (черт. 176)?
5) Из каких углов чертежа составится его полный поворот?
6) Чему равна сумма всех 
Тем. волр. 3 и 4)?-
внешннх углов многоугольника %
изменится лн эта величина, если взять другой
4
(с другим числом сторон, наир. треугольник,многоугольник 
четыреугольяик)?
Вывод. Сумма внешних углов всякого многоугольника равна 4d
В произвольно взятом многоугольнике изменить всеЗадача. : 
внешние углы транспортиром и их сумму.
148. С ум ш  внутренних углов треугольника.
Вопросы. 1) Как называются углы ЕАВ, DBG и ЕС А  в тре­
угольнике АВС (черт. 177)?
2) равна их сумма О
(см. предыд. параграф)?
3) Назвать углы, смежные 
с назваиными внешними угла­
ми А-ка АВС.
ВАС,
АВС и ВС А  называются 
тренними углами А-ка АВС.
4) Сколько пар смежных
В
У к а з а н и е . v  лпысД А
Z
углов образуют внешние углы 
треугольника вместе с в н у ­
тренними ?
- 5) СКО./ГЪКО прямых углов в
6) Сколько прямых углов во
л
парах?
7) Сколько пр ямых углов останется на долю внутренних углов, 
если из этой суммы исключить 4<2, приходящиеся на долю внеш­
них
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Вывод 1. Сумма внутренних углов треугольника равна двум 
прямым (2d — 180°).
Следствие. Внешний угол треугольника равен сумме двух вну­
тренних с ним несмежных (показать справедливость этого поло­
жения, основываясь на предыдущем выводе и свойстве смежных,
углов).
Вывод 2 . В треугольнике не может быть больше одного прям,ого 
или тупого угла (почему?)
Вывод 3. Из одной точки па прямую можно опустить только 
один перпендикуляр (почему?)
Вопросы. 1) Сколько градусов в каждом угле равносторон­
него треугольника?
2) Сколько градусов в каждом остром угле равнобедренного 
прямоугольного треугольника?
3) Найти величину tg 45°. ( У к а з а н и е .  Прямоугольный тре­
угольник с утлом в 45° — равнобедренный, следовательно катеты 
его, равны.)
4) Один острый угол прямоугольного треугольника равен 30°. 
Определить остальные углы.
Задачи.
1. Разделить прямой угол (черт. 178) на три равные части.
■ >
Р е ш е н и е .  На стороне прямого угла отложим произвольный 
отрезок ВС и на нем, как на стороне, построим равносторонний
Л  ВВС.
Угол ВВС — 60° (ем. выше вопрос 1), а потому /_ A B D
30°. Разделим затем угол ВВС  пополам: /_ ABD90 60
Е В В  — ЕВС =  30°. Таким образом прямой угол разделен
на три равные части
2. Построить угол в бо°; в -.о
3. Определить катет прямоугольного Д  лежащий против
угла в 30°, если гипотенуза Д -ка равна а.
Р е ш е н и е .  Построим равносторонний ^ с о  стороной а 
(черт. 179) и проведем в нем высоту. Получатся два равных 
прямоугольных треугольника (почему?), каждый с углом в 30°
при вершине (почему?) и катетом против него =  — (почему?)
2
Вывод. Катет, лежащий против угла в 50°, равен половине.
г и п о т е н у з ы .
4. Пользуясь предыдущим выводом вычислить sin 30°.
1Отв. sin 30°
2
§ 149. Сумма внутренних углов многоугольника.
Задача. Начертить в тетради пятиугольник и построить все 
его внешние углы.
Вопросы. 1) Сколько сторон в начерченном пятиугольнике?
2) Сколько пар смежных углов образовалось после указан­
ного построения?
9
3) Сколько прямых углов составляют все эти пары смежных 
углов?
4) Сколько прямых углов останется на долю внутренних углов 




угольника; семиугольника; восьмиугольника. Отв. Ad\ 8d\ lod; 12(2.
2 . Определить сумму внутренних углов «-угольника.
Р е ш е н и е .  S
п
2 dn — 4d — 2 *— 2).
Вывод. Сумма внутренних углов многоугольника равна двум 
прямым, повторенным столько раз, сколько в многоугольнике сто­
рон, без двух, т.-е.
SП 2d (п — 2) (40)
§
прямых и секущей.
У к а з а н и я .  1) Две прямые линии называются параллель­
ным, а, если, находясь в одной плоскости, они не 




2) Пряма яг., пересекающая параллельные линии, называется
п е к у щ е й  (черт. ISO).
Вепр осы. 1) Сколько углов об­
разуется при пересечении двух 
параллельных прямых третьей?
2) Какие из этих углов равны
f /  ол  A- S '**
3 /ч 5
S / ь
1 /  Я 
/  *
Г «гг-цдд—>» I а
Черт. 180.
между собой и почему?
У к а. з а н и я. 1) Углы: /  2 и /  б,
И Л И  Д 4 и /_ 8, или Д  1 И  Д 5,
И Л И  / 8 -  И /  7 называю тся соответственными углами.
2) Углы: ^  3 и / ,  6 или Д  4 и Д 5 называются
ни м и  накреетлежащ ими.
3) Углы: 1 м 8 или Д 2 и Д 7 называются в н е ш н и м и
накрестлежа щ ими
4) Углы: /_ 4 к / .  6 или Д  3 и Д  5 называются енутрен-
✓
ними о д н о с т о р о н н и м и .
5) Углы: /  1 и /  7 иля /  2 и / 8  называются в н е ш н и м и
односторонтит.
§ 151. Две прямые, перпендикулярные к
Дано: ' А В  J_ EF  и _L E F
(черт. 181).
. Вопросы. Могут ли прямые А В  и CD 
пересечься (см. § 148)?
Вывод. Дзе пряные, перпендику­







Дано: Д  A E F  — Д  jEFG
Черт. 181.
внутренние накрест лежащие углы равны, то
линии параллельны.
а (черт. 182); треб, доказ.: А В  || GD. 
У к а з а н и е  1. Из точки Е  опу­




EG  J_ CD.




) сумму углов: Д
В*. 182. Л  L  EEG
238
3) Если углы AEG и прямые,
2
то что из этого следует
(см. лредыд.
4) Доказано ли 
параграфа?
У к а з а н и е  2. Положение, обрат­
ное доказанному, тоже будет справед­
ливо, т.-е. если линии параллельны, то 
внутренние накрест лежащиеуглы равны.
Следствие. Если прямая перпендику­
лярна к одной из параллельных ,
то она перпендикулярна и к другой (по­
чему? см. черт. 183).
наше положение, изложенное в начале
я зиме между угдг H'v K У и парад
Ш  ЛИНИ и секущей.
У к а з а н и е .  AB\\GD\ E F  секущая (черт. 184), 
Вопросы. 1) Z. 2 = / ,  почему?
\К
Я f \  %ГИЧТУПП— ни Ю г 11 ^\  ij
2) I"6 — ^ 3 ;  почему?
3) Z .2 =  Z .6; почему?
4) Как называются углы: 
и /  6 ?явяшш
Е с л и  л и н и и  п а р а л л е л ь н ы
L  2
■с с\  *
.1 ' V,**
* \  $ ; \  £\
** 1 Задачи.
*7Г




Черт. 184. VV.углы при параллельных линия:v .
равны между собой;
2) внутренние односторонние углы при параллельных ли 
ниях в сумме составляют два прямых (2d);
( У к а з а н и е .  Z. 4 +  L  2 =  2^; £ 4 - f  ^ 6
3) внешние односторонние углы при параллельных линиях 
в сумме составляют два прямых
154. О расстоянии между
У к а з а н и е  1. Длину 
точки одной из параллельных V
ЛИНИЯМИ.
из любой
на другую, принимают за
расстояние между параллельными линиями.
23$
У к а з а н и е  2. А В C D
АС ±_GD
BD±_CD (черт. 185).
Вопросы. 1) Параллельны ли прямые АС и BD з  почему?
А В
(См. 151.)








углы в этих треугольниках 
равны, и почему?
4) Какие стороны в этих треуголь­
никах равны?
5) Равны ли треугольники АВС и BCD, и почему?
6) BD =  AC; почему?
Вывод. Параллельные прямые везде 
одинаково удалены друг от друга.
Задача. Подобным же образом пока­
зать, что отрезки параллельных ли­
ний (АС и BD), заключенные ме­




Р е ш е н и е .  1) Из точки В данного отрезка ВС (черт. 187)
произвольную прямую ВА. 2) Отложим но В А три
= GA). 3) Точки А и Спроизвольных равных 




У к а з а н и е .  Проведем FH \\BC  и GK\\BC.
В
Вопросы. 1) Назвать треуголь-
N
ники, образовавшиеся при построе­
нии.
2) /  DBF  =  /_ HFG =  /_ К
почему?
з) L  DFB =  L  E =  L
. 187. почему;
4) BF — GA; почему?
* . .  • y\
6) BD  =  F H  =  GK; почему?
7) FH =  D E  и GK —  EO ; почему? (См. предыд. §).
8) BD  =  D E  =  EO.
9) На сколько частей разбился отрезок
10) Равны ли эти части между собою?
11) Формулировать правило деления отрезка на п равных" частей.
§  156. Помощью наугольника и линейки через данную 
точку провести прямую, параллельную данной прямой.
Р е ш е н и е .  Очевидно из чертежа 188.
Черт. 188.
ГЛВ и CD (черт. 188, III)?
2) Равны ш  эти углы, и почему?
3) Параллельны ли линии АВ  и CD? 
Задача. При помощи наугольника,
делить данный отрезок на 5 равных частей.
Вопросы . 1) Как называются углы DBK  и BKG при прямых
ш раз-*
I  способ. — Воспользоватся указаниям 




I I  способ.— Дан отрезок 
АВ  (черт. 189). Разделить
4
его на 5 равных частей.
При помощи науголь­
ника строим острые углы:
L  с в л  =  l  v a b
получим СВ  ||
16 Рабочая книга по математике. 4 .1 .
На прямой ВС  от топки В  отложим 4 произвольных равных от 
резка (т.-е. на один меньше, чем требуется) и такие же отрезки 
отложим по А  В  от точки А. Точки деления прямой ВС  соеди­
ним прямыми с противолежащими точками прямой , как ука­
зано на чертеже 189. Этими прямыми отрезок А В  разобьется 
на 5 равных частей.
§ 1 5 7 .  Углы с соответственно параллельными сторонами.
У к а з а н и я .  На черт. 190 дай произвольный угол АВС, и 
произвольная точка М.
Через точку М  проведены FG  || А В  и D E  j] ВС.
Вопросы. 1) Сколько углов обра­
зовалось при точке Ж?
2) Какие из этих углов равны 
между собой?
3) Какому углу при точке В  равен 
/ . 6 ; почему?
4) Какому углу при точке Ж ра­
вен ^ , 6 ; почему?
5) L  5 =  L  2 =  L  !»* почему?
6) Z- 1 +  3 =  I почему?
Черт. 190. 7) 5 -j~ ^  3 =  почему?
Вывод 1. Если стороны одного угла 
соответственно параллельны сторонам другого угла, то такие углы 
или равны (вопр. 5) или в сумме составляют два прямых уела
7).
Вопросы. 1) Как взаимно направлены параллельные стороны 
углов, равных между собой (напр. / , 1  и / , 5  или 2 и 2. 5)?
взаимно направлены параллельные стороны углгщ, 
составляющих в сумме 2d (напр. £ 5  и ^,3 или / 5  И / 4 ) ?
2. с параллельными сторонами равны, когда их
параллельные стороны имеют попарно одинаковое нап
попарно противоположное направление от вершины.
•  • - - ;  ■ • '  • • •
В противном случае сумма таких, углов равна 2d.
П р и м е ч а н и е. Углы с сторонами равны,
t- . -> ,
v>:
i. Л,л
§  158. Углы с взаимно-перпендикулярным и сторонами.
У к а з а н и е  1. На черт. 191 дан произвольный угол ABG
и дана произвольная точка М\ проведем:
DP  I АВ  . I;
FG I ВС II.
Вопросы . 1) Сколько углов образовалось при точке If?
( 2) Какие из этих углов равны между собой?.
6 е
Черт. 191.
■ ' У к а з а н и е  2. Построим
Ь
BP\\FG  . HI:
B Q \\D E . IV.
Вопросы, l )
2) В Р ± в а  т.-е.
3) т .-е .
^  6; почему? (См. запись Ш и IV и





16* 2 4 3
/_6  =  d ~  ^C B Q ;  почему? (См. чертеж).
6) / . 5  =  ^ 6 ; почему? (См. вопр. 4 и 5).
7) =  почему? (См. вопр. 1).
8) Z . 1 +  L. 3 =  = 2d; почему?
9) Z- 5 4~ Z. 3 =  2с^  почему?
Вывод. Если стороны одного угла соответственно перпендику­
лярны к сторонам другого, то такие углы или равны ( /  5 =  L 1) 
или в сумме составляют два прямых угла 5 ^  3 =  2d). ■
Задачи.
1 . Угол при вершине равнобедренного треугольника равен 36\
Найти углы при основании. \
2. Определить величину каждого внутреннего утла в правильном 
5-угольнике; 6-угольнике; 7-угольнике; 8-угольнике.
3 . В каком многоугольнике сумма внутренних углов: 1) равна 
сумме внешних углов? 2) Вдвое больше суммы внешних углов?
3) Втрое больше суммы внешних углов?
4. Внешний угол треугольника равен 126°; отношение вну-
2тренних, с ним не смежных, углов равно —. Найти углы тре-
О
угольника.
5. Углы треугольника относятся как 3 : 5 : 7  Найт* угли 
треугольника.
Р  А Б О Т А № 20.
ПАРАЛЛЕЛОГРАМЫ И ТРАПЕЦИИ.
Треугольник и четыреугольник. Параллелограм. Прямоуголь­
ник. Ромб. Свойства прямой линии, соединяющей середины
двух сторон треугольника. Трапеция.
§ 159. Треугольник и четыреугольник.
Т. Три. пластинки, соединенные шарнирами, образуют тре- 
уголник АВС  (черт. 192).
Вопросы. 1) Можно ли изменить форму этого треугольника?,
. '  <+■, Черт. 192.
2) Сколько различных 
данным трем сторонам?
Черт. 193.
треугольников можно построить но
2. Четыре пластинки, Соединенные шарнирами, образуют че--
тыреугольншь (черт. 193). У
Вопросы. 1) Можно ли, вращая пластинки около 
изменить форму этого четыреутольшка?
аркиров»
2) Сколько различных четыреугольников можно построить 
по данным четырем сторонам?
построить3) Сколжко различных четыреугольников
Ш данным четырем сторонам ж од] Я
можно
I?
Ъ Л С .
4) По данным четырем сторонам и одному углу?
5) Как ежреш ггь шарнирный четыреугольник '(черт. 193)’, 
.чтобы ш> форма стала устойчивой?
6) Сколько t '  различных четыреутольников можно построить'
по данным двум диагоналям?
7) По данным двум диагоналям и трем сторонам?
8) По каким элементам данното четыреутодьника можно по­
строить четыреугольник, ранный данному?
Вывод. Форма треугольника есть форма жесткая, так как при 
данных размерах его сторон треугольник не поддается дефор­
мации1); форма же цетыреуголънжа при данных размерах его 
сторон поддается деформации.
§  160. Свойства наралш огр&ш .
1. В нетыреугольнике ABGD (черт. 194), в котором АВ  *  CD 
и AD =  ВС, проведена диагональ АС. Треугольники АВС и ADC
с соответственно равными сторо-
Черт. 194.
нами райны между собою 
признак равенства треугольников), 
а в  равных треугольниках все 
сходственные элементы равны; еде- 
довательно, ■ •
и / . 5  =  ^ 4 .  (См. черт. 194).
Но если внутренние накрестлежащие углы равны, то прямы»
четыреугольник
следовательно,
А В  || CD и AD  || ВС,
параллелограм.
Вывод. Всякий четыреугольник, о котором противоположные 
стороны равны, есть паралле- 
'лограм, и наоборот: во всяком 
параллелограме противополож­
ные стороны равны.
Вопрос. Почему шарнирный о
при всяком по-
шар- Черт. 195.
ниров сохраняет форму 




взаимного л  всех его элементов
Ш
Так как ВС — AD  (см. предыдущий вывод), кроме того, 
l _ l  — L .2  и Д .З  — /_ 4  (как внутренние накрестлежащие углы 
при параллельных ВС  и AD), то / \В О С  =  / \А О В  (второй при­
знак равенства треугольников). В равных треугольниках против
равных углов лежат соответственно равные стороны, поэтому
>1
А О —  ОС и
в точке их пересеченияВывод. Диагонали параллелограма 
взаимно делятся пополам.
3. В треугольнике АВС (черт. 196) проведена медиана BD.
Вопрос. Показать, что площадь Л ABD =  площади Л В DC,
У к а з а н и е .  Два различных тре­
угольника, содержащие одинаковую 
площадь, называются равновеликими.
Вообще, две различных фигуры, имею­
щие одинаковую площадь, называются 
равновеликими.
Вопросы . 1) Чем служит отрезок ВО 
в треугольнике АВС (черт. 195)? Отре­
зок DO в; треугольнике ADC? Черт. 196.
2) Как можно назвать треугольники АВО и БОС? Треуголь-' 
ники AOD и COD? (См. предыдущее указание).
Вы вод. Диагонали параллелограма делят его площадь на четыре
равные части. 1
Задача. Показать, что всякий отрезок, проведенный внутри 
паоаллелограма через точку пересечения его диагоналей, делится 
в этой точке пополам.










Вопрос. Как изменить 
этого параллелограма, чтобы пло­
щадь его была наибольшей?
диагонали
jm
i. н а  чертеже равные треугольники и равновеликие
треугольники.
2. Установив равенство треугольников A B D  и A G D  (черт. 198)*
вывести, что
Черт. 198.
д и а г о н а л и  п р я м о у г о л ь н и к а  р а в н ы
м е ж д у  о о б о ю.
Вопросы. 1) Может ли диагональ 
прямоугольника равняться его стороне?
2) Какая точка внутри прямоуголь­
ника равноудалена от всех его вершин?
3) Можно ли найти внутри прямо-!
отравноудаленнуюугольника точку, 
всех ето сторон?
4) Можно ли найти внутри параллелограма точку, равноуда
ленную от всех его вершин? от всех его сторон?
5) Всякий ли четыреутольник с равными диагоналями есть 
прямоугольник?
6) Как должны пересечь друг друга равные диагонали четырем 
угольника, чтобы он был прямоугольником?
7) Сколько различных прямоугольников можно построить ш  
данной диагонали? по диагонали и одной стороне?
8) По каким элементам данного прямоугольника можно по­





В опросы . 1) Какой параллелограм называется ромбом?
2) Какая фигура получается при поворачивании равнобедрен- 
иого треугольника вокруг его основания на 180°?
t
Проведя в ромбе ABCD (черт.
199) диагональ АС, указать, какой
при этом
,  • '  ,  •  х
образовались, и установить си м -.#
расположение этих' 
треугольников относительно диа­
гонали. \  ■
У к  а  з а и и е. Так как вер- Черт. 199.
шины В  и D  ромба (черт. 199) симметрично расположены отпо*
сительно диагонали АС, то они лежат на прямой, перпендику
лярной к  АС, — следовательно, д и а г о н а л и  р о м б а  в з а и м н а
п е р п е н д и к у л я р н ы .
, Показать, что диагонали ромба делят его углы пополем. 
Вопросы. 1) Всякий ли четыреугольник со взаимно перпен­
дикулярными диагоналями есть ромб?
V  * \
2) Как должны пересечь друг друга взаимно перпендикулярные 
диагонали четыреугольника, чтобы он был ромбом?
3) Сколько различных ромбов можно построить по данной 
стороне? по стороне и одной диагонали? по двум диагоналям?




- 6) Может ли диагональ ромба быть вдвое более его стороны?
Д 7) Изменяется ли высота ромба в зависимости от того, к какой 
стороне мы ее проводим?
8) Как следует изменить форму шарнирного ромба, чтобы его 
площадь стала наибольшей?
9) Какой ромб называется квадратом?
- 10) Сколько различных квадратов можно построить по 
стороне? по данной диагонали?
11) Может ли диагональ квадрата равняться его стороне?
• 12) Какая точка внутри квадрата равноудалена от всех его 
вершин? от всех его сторон?
У к а з а н  н е. Окружность, проходящая через все вершины 
данного треугольника или многоугольника, называется описанной 
около данного треугольника или многоугольника. Окружность* 
проведенная внутри н касающаяся всех сторон данного треуголь­
ника или многоугольника, называется вписанной в данный тре­
угольник или многоугольник.
Вопросы. 1) Можно ли провести окружность, описанную около 
параллелограма? около прямоугольника? около ромба? около 
квадрата?
2) Можно ли провести окружность, вписанную в параллелограм? 
в прямоугольник? в ромб? в квадрат?.
§  163. Свойство прямой линии, соединяющей середины
двух сторон треугольника.
В треугольнике АВС (черт. 200) через точку середину 
стороны АВ, проведена прямая DE параллельно стороне АС, и
через течку €  проведи параллельно стороне АВ.
24»
Вопросы. Показать, что
1. DB — OE.




Д  DFB =  Д  OFE,
треугольников), откуда






£ Вывод. Отрезок D F  прямой,проведенной через середину стороны 
А В  треугольника ABG параллельно 
стороне АО, равен половине этой 
стороны АС и пересекает сторону 
ВО в ее середине. Обратно: отре­
зок прямой, соединяющий середины 
сторон треугольника, параллелен третьей стороне и равен ее
то ло вине.
§ 164. Свойство средней линии трапеции.
У к а з а н и е .  Отрезок EF, соединяющий середины непарал­
лельных сторон А В  и О В  трапеции \ABCB, называется сред­
ней лйнией трапеции
1. Показать, что 
а) Д  3 === Д  4  и
JL *
б) Д А ** 9 Ф * т # • г%
2. Какие стороны В
Черт. 20Х.
Но равны [сторонам Д  FBG1







основаниямВывод. Средняя линия трапеции параллельна ее 
и равна их полусумме.
Задачи и вопросы.
1. Один из острых углов параллелограма равен 53е. Определз
Онре
остальные углы.
2 . Тупой угол параллелотрама больше остроте на 46 
делить утлы параллелотрама.
3. Разность двух углов параллелограма равна 38е.
углы параллелограма. . . .
От в. 71°; 109°.
4. В прямоугольнике угол между диагоналями равен 140*. 





5 . Угол между диатональю 
ника меньше уела между диагоналями 
стороне, на 15°30'. Определить угол между диагоналями.
Отв. 31°
г6 . Диагональ ромба образует со стороною угол 18°20. Опре­
делить утлы ромба.
7. Диагональ ромба образует со стороною угол 21°30/. Какой 
угол образует со стороною другая диагональ?
8. Острый угол ромба равен 60°. Расстояние точки пересечения 
диагоналей от стороны равно 48 см. Найти длину большей 
диагонали,
Отв. 192 С М .
9 . Периметр параллелограма равен 250 см. Одна из сторон
его больше соседней стороны на 7 5 см. 
лелограма.
ль стороны парал-
Отв. 25 6м; 100
10.. Площадь параллелограма равна 72 см. з сторон
его равна 12 см. Определить расстояние точки пересечения диаго­
налей от этой стороны.
Отв. 3 см.
11. В параллелограме одна сторона составляет */т его пери­







12. Периметр параллелограмм 
соседних сторон его равна 17 х/2 Определить
составляет 125 см. Разность
лограма. От в. 40 см; 22 % с.м.
13. Периметр параллелограмма составляет 180 еле. Одна сто­
рона составляет */, другой стороны. Определить стороны параллело­
грама.
Отв. 40 см; 50 см.
14. Площадь параллелограма равна 216 кв. см. Расстояние 
точки пересечения диагоналей от одной из его сторон равно 4 см. 
Определить эту сторону и расстояние точки пересечения диаго­
налей от другой стороны, равной 12 см.
Отв. 27 см; 9 см.
15. Площадь параллелограма равна 36 кв. см. Расстояние 
от одной из вершин параллелограма до соответствующей 




16. В параллелограма проведены диагонали. Периметр одного 
из! образовавшихся треугольников больше периметра смежного 
ом треугольника на 5 см. Периметр параллелограма равен 
60 см. Определить стороны параллелограма.
( Отв. 10 см; 15 см.
17, Периметр парллело- 
грама ABCD (черт. 202) равен 






равна 18 см. Определить сто-: 
роны параллелограма.
Отв. 18 см; 25 см.
18. В прямоугольнике одна сторона больше соседней стороны 
ш  24,6 см. Периметр прямоугольника равен 192,4 см. Определить 
расстояния точки пересечения диагоналей от сторон прямо-:
Отв. 30,2 см; 17,9 см.
от
19. В прямоугольнике точка пересечения диагоналей отстоит
стороны на 48 см,от другой стороны — на 27 см.
Отв. 300 см.
20. В прямоугольнике меньшая сторона равна 25,7 см. Угол
к большей стороне, равен 120°.
Ore. §1,4диатожалэ
21. В прямоугольнике rABGD (черт. 203)" одна сторона вдвое
Е  большейбольше другой стороны. Середина 
нена с 'вершинами и отрез- 
ками ЕА  и ED. Определить угол 
AED. Отв. 90°.
22 . Высота, опущенная из вер- 
[ины тупого угла ромба делит 
сторону ромба пополам. Определить
Отв. 60°; 120°.
стороны соед
Л**( i I г
углы ромба.
23. Высота, опущенная из вер- Черт. 203.
шины тупого угла ромба на сторону, равна ее половине. Опре­






основание трапеции равно 78 см. 
равна 58 см. Определить 'Верхнее основание
Отв. 38 см. ■
25. В трапеции ABCD  (черт. 204)
диагональ АС образует
основанием 












основания.25 см больше верхнего 
равна 47,5 см. Определить основания трапеции.
Отв. 60 см; 35 см.
27. В трапеции ABCD (черт. 205) 
проведена средняя линия EF. Из 
точки Е проведен отрезок EG па­
раллельно боковой стороне CD, ко­
торый отсекает от нижнего основа­
ния отрезок AG, равный 15 см. Ниж­
нее основание трапеции равно 60 см.
Определить верхнее основание трапеци:
28. Диагональ АС ромба ABCD






8 см, диагональ BD =  6 см. 
Определить сторону ромба. (У к а з а н и е. Применить к А А О В  
теорему Пифагора.)
29. Диагональ BD 
рона AD  =  12 см.
Отв. 5 см.
30. Основания
трапеции равна 8 м.
30
13 см, сто- 
Отв. 5 см.




31. По условиям задачи 30 определить среднюю линию 
я  ее площадь и проверить, выражается ли площадь этой 
произведением ее средней линии на высоту.
32. Средняя линия трапеции равна 24,2 см, одно из 
«алий равно 35,6 см. Определить другое основание.
33. Разность оснований
линия ее равна
трапеции равна 12,75 см, 
Определить основания трапеции
j .
Отв. 34,875 С М .
Перечислить все свойства
35 . Какими еще свойствами обладает, сверх того, прямо­
угольник? ромб? ' ■
36. Показать, что квадрат обладает всеми свойствами паралле- 
дюграма, прямоугольника и ромба.
37. Какие особые свойства имеет 
(т.-е. трапеция- с равными боковыми сторонами)?
трапеция





сторонам; 2) до данной стороне и двум данным диагоналям;
стороне и по двум углам этой стороны с диагоналям 
. Построить прямоугольный треугольник: 1) по двум катетам.
3) по гипотенузе и катету.по гипотенузе и острому углу, ь
41. Построить прямоугольник: 1) по стороне и диагонали
сиагонали и углу между
данным диагоналям, 2) по острому
углу и диагонали1.
43 . Построить квадрат по данной его диагонали.
44.
JIS агоналяа
трапецию с взаимно 
показать, что ее высота равна
ш НШ
45. трапецию по двум основаниям
ш высоте
Р а б о т а  K s 21.
УГЛЫ В КРУГЕ И ИХ ИЗМЕРЕНИЕ.
Центр симметрии. Симметрия в четыреугольниках и в кругам 
Свойства касательной и секущей. Окружность описанная около? 
треугольника и вписанная в треугольник. Центральные углы 
в круге. Вписанные углы. Измерение угла, составленного двумя* 
секущими. Измерение угла, имеющего вершину внутри круга- 
Измерение угла, составленного хордой и касательной. Измере 
ние описанного угла. Относительное положение двух окруж­
ностей. Свойства общей хорды двух пересекающихся окруж­
ностей. Построение общей касательной к двум окружностям-
Геометрические места.
§ 165. Центр симметрии.
У к а з а н и е  1. Две фигуры АБС и А гВгСх (черт.
• . . .
ваются симметричными относительно точки О, если одна из них.
w
Черт. 206.
вращаясь около этой точки и сделав о на 180% совпадет*
с другой фигурой. Эта точка называется центром симметрии.
Вопросы.
Н  В » С,1) Какие дуги описывают точк 




2) Как показать, что расстояния сходственных точек, фигур АВС 
и А^ ВАВг (например точек А и Ах, В и Blt С и Сх и т. д.) от центра 
вращения О равны между собою?
Вывод. Дее фигуры, симметричные относительно точки, равны, 
а их сходственные стороны параллельны (почему?).
Задача. Взяв какую-нибудь произвольную фигуру, напр., тра­
пецию. параллелограм, полукруг, и вне фигуры произвольную 
точку, построить фигуру, симметричную данной относительно 
взятой точки.
У к а з а н и е  2. Фигура называется симметричной относительно 
точки (центра симметрии), если при вращении фигуры вокруг
©той точки каждая часть фигуры, повернувшись на некоторый
» /
угол, займет место, прежде занимаемое другой частью.
Пример. Параллелограм ABCD (черт. 207) центрально сим­
метричен относительно точки О (пересечения диагоналей), так как,
> ■ Черт. 207.
<• около
с тр-ком АВС.
У к а з а н и е  3. Угол, на который надо повернуть 
руг центра симметрии для совмещения частей фигур
Есливается углом совмещения. угол совмещения равен пол
180°), то мы имеем центральную симметрию 2-го порядка, 
совмещения, равном 1/3 полного оборота (120°), симметрия






треугольник и опустив из < 
стороны, определить, какого
%лпгi/xt грию имеет этот треугольник относительно центра, 
его угол совмещения? !
4.
порядка симметрию имеет 6-угольная гайка? 
порядка симметрию имеет 5-угольная гайка?,
166. Симметрия в четыреугольниках.
Вопросы . _
1) Провести ось симметрии в квадрате, ромбе, прямоугольнике.
2) Сколько осей симметрии можно провести в квадрате, ромбе,
прямоугольнике?-
3) ;Чем служат точки пересечения осей симметрии в квадрате, 
ромбе, прямоугольнике?
Вы воды .
1) Квадрат есть фигура центрально-симметричная и имеющая
четыре оси симметрии (MN,  PQ, BD, А С ) (черт. 208).
*
2) Ромб есть ф игура  цент рально-симмет ричная, к а к  и  все п а р а л -  
гелограмы, и  им ею щ ая две оси симметрии (д и а го н а ли ) (черт, 2 0 9 ).
17 Рабочая книга по математике. Ч. I.
%) П р ям о уго льн и к  есть ф игура  цент рально-симмет ричная Отно­
сительно  
метрии ( ^  I
§  167. Симметрия в круге.
Задачи.
1. Провести ось симметрии в круге.
2. Показать, что точки В ж С, концы хорды ВС, перпенди­
кулярной к диаметру AD  (черт. 211), симметричны относительно 
диаметра.
3. Доказать симметрию дуг А В и АС  относительно диаметра 
AD, симметрию дуг BD и CD относительно диаметра AD  (черт. 211).
Вывод. Диаметр, п е р п е н д и к у л я р н ы й  к  хорде, делит эту хорду 
и  обе стягиваемые ею д уги  пополам .
А А
Черт. 211.
4. Доказать симметрию относительно диаметра AD  двух рав* 
пых хорд ED и DF, общая точка которых совпадает с концом 
диаметра AD  (черт. 211).
Вывод. Равны е хорды  стягивают равны е дуги .
5. Доказать такое же свойство дуг BE и CF, лежащих между 
двумя хордами ВС и EF, перпендикулярными к диаметру А д
212).
Вывод. Д у ги , заклю ченны е между п а р а ллельн ы м и  хордами,
§ 1 6 8 .  Свойства касательной и секущей.
'__ щ . .  , ч . - . • • ‘
На черт. 213 дан крут, диаметр CD и перпендикулярная 
к  нему секущая MN,которая пересекает окружность в точках
А В . Пр] параллельно
и В , оставаясь симметричными относительно дш
$ • 
<. ’
i • • .
•'  1 ‘  ■
• \  . ■ 
• ■ :ц
CD, приближаются к  концу диаметра С  и, наконец, сливаются 
с точкой С, при чем секущая MN  займет положение касатель­
ной MtN t.
Выводы. 1) Касательная перпендикулярна к  диаметру или  
р а д и усу» проведенному в точку касания, и, наоборот, всякая  
прямая, перпендикулярная к  диаметру или р а д и усу  в его концег 
лежащем на окружности, есть касательная.
Черт. 213.
2) Касательная, параллельная хорде, делит д угу , стягиваемую
этой хордой, пополам.
Задачи.
1. Дана окружность, центр которой не указан. Найти этот 
центр (см. вывод 1 § 167).
2. Через точку, лежащую на окружности, провести касательную 
к этой окружности (см. вывод 1 § 168).




§ 169. Окружность, описанная около данного треугольника.
Задачи. Три крестьянских двора
Требуется
расположены в местах А ,
В и С 214).
колодезь так, чтобы он находился на 
одинаковых расстояниях от всех трех 
крестьянских дворов.
Р е ш е н и е .  Соединив точки А , В  
и С прямыми линиями, получим тре­
угольник АВС. г
Проведем ось симметрии D F  относи- » 
телъно точек А  ж С; эта ось, как из­




и проходит через его середину; проведем точно так же ось еим-
__  г :
метрии ЕО относительно точек В ж С.
1) Показать, что точка О, пересечения этих осей симметрии
находится на одинаковом расстоянии от всех трех вершин тре­
угольника А В С .
2) Показать, что окружность, проведенная радиусом, равным 
отрезку ОБ (черт. 214), соединяющему точку пересечения осей 
симметрии с вершиной В  этого треугольника, пройдет через все 
его вершины.
Таким образом, точка О есть то место, где нужно рыть 
колодезь.
Вопрос. Сколько решений имеет эта задача?
У к а з а н и е .  Окружность, проходящая через все вершины 
треугольника или многоугольника, называется описанной, тре­
угольник же или многоугольник называется вписанным .
Вывод. Около всякого т реугольника можно описать окру ж- 
пость и притом только одну. Для построения этой окружности 
нужно через середины двух сторон этого треугольника провести 
перпендикуляры к этим сторонам; приняв затем точку пересе­
чения этих перпендикуляров за центр, а ее расстояние от какой-
г . •
нибудь вершины данного треугольника — за радиус, нужно про­
вести окружность.
Вопросы.
1) Как показать на чертеже 215, что ось симметрии относи­
тельно точек А ж В прямой MN не пересекается с осью сим­
метрии относительно точек В ж С той же прямой?
Можно ли через эти три точки провести окружность?,
V - в* С4-
Черт. 216.
S) Как должны быть расположены три точки, чтобы можно
через них
4) в  скольких точках прямая может пересечься с окружностью
тупоЗадача. Построить остроугольный, прямоугольны 
ильный треугольники и описать около них окружности.
1) Обратить внимание на положения центров окружностей 
каждом из этих треугольников.
2) Чем служит гипотенуза прямоугольного треугольника в опи­
санной около него окружности?
3) Определить ме 
угольника АВС, в котором гипотенуза
(Отв.: диаметром).
§ 170. Окружность, вписанная в данный т;
Задача. Из куска жести, имеющего форму 
(черт. 217), требуется вырезать наибольший крут.
Р е ш е н и е .  В треугольнике ЛВС (черт. 217) 
сектрису AD угла А.
треугольника
проведем бис-
1) Показать, что любая точка этой биссектрисы Ш[ТСЯ
расстояниях
2) Проведя биссектрису BE утла В, показать то же самое отно­
сительно этой биссектрисы по отношению к сторонам АВ и ВС.
У к а з а н и е .  Биссектрисы BE и AD суть оси симметрии но 
отношению к сторонам углов Л и В, так как по




217). находится на одинаковом рас­
стоянии от всех трех сторон тре­
угольника АВС.
4) Показать, что окоужность. поо-
Черт. 217.
веденная радиусом, равным перпен­
дикуляру OF, опущенному из точки 
пересечения осей симметрии на сто­
рону АВ, будет касаться всех трех сторон
5) Будет ли касаться всех сторон этого треугольника окруж­
ность, проведенная радиусом, не равным OF1
У к а з а н и е .  Окружность, касающаяся всех сторон треуголь­
ника или многоугольника, называется вписанной, данный же 
треугольник или многоугольник называется описанным. *)
I  . . .  «■
*) М&дианой треугольника называется прямая, 
вершин с серединой противоположной стороны.
соединяющая одну из его
261
Вывод, Во всякий треугольник можно вписать окружность, 
и притом только одну.
Чтобы эту окружность построить, нужно в данном треуголь- 
■нике провести биссектрисы двух углов, затем из точки их пересе­
чения опустить перпендикуляр на какую-нибудь сторону этого




длине этого перпендикуляра, 
пересечения биссектрис, как
ТУ*з центра.
Этим способом решается предложенная выше задача.
Упражнение. Построить косоугольный и прямоугольный тре-
' 9 *




Вопросы. 1) Какие углы образуют два взаимно-перпендику­
лярные диаметра (черт. 219)?
2) Указать дуги, соответствующие этим углам.




. . . .  . 1
4) Сколько градусов содержит центральный угол, соответ-
дуте в 45°? дуге в 30°? дуге в 15°? дуге в 1°?
5) Во сколько раз увеличится дуга, если соответствующий ей
центральный угол увеличится в 2, 3, 4, и т. д. раза?




угол измеряется соответствующей ему 
угол содержит столько лее угловых
ему дуга содерлсит дуговых
»
172 углы.
У к а з а н и е .  Угол, образованный двумя хордами, исходящими 
из одной точки окружности, называется вписанным углом  
(черт. 220). ■
I. Дан вписанный угол АВС  (черт. 221), одна из сторон кото­





Вопросы. 1) Симметричны ли дуги AD  и BE?
2) Рассмотреть углы ВОЕ и DOC; утлы DOC и
3) Исследовать, исходя из предыдущего, дуги BE  и  DC 
сравнительной величине.
4) Вывести заключение о сравнительной
величине дут АС и DC.
5) Какой дугой измеряется централь­
ный угол D0C?
6) Какой частью дуги АС  измеряется 
равный ему вписанный угол АВС?
II. Дан вписанный угол АВС, ни одна 
из сторон которого 
метром (черт. 222).









Вопросы. 1) Равны ли дуги BE 
дуги АС и DF?
2) Равны ли утлы АВС
Черт. 222.
CF? дуги BE AD?
3} Дем измеряется вписанный угол DEF?
*е*
гВывод. Вписанны й уго л  'измеряется половиной дуги , на
он опирается. 
Вопросы. 1) Определить вписанный угол, на
дуги В 120°? 60°? 30°? 45°?
2) Сколько градусов содержит вписанный угол, опирающийся 
на диаметр?
Следствие. Все вписанные углы , опирающ иеся на диаметр, 
прямые.
Задачи.
1. Через точку, лежащую вне окружности, провести касатель­
ную к  этой окружности.
Р е ш е н и е .  Данную точку М (черт. 223) соединим с точкой О 
и  на прямой ОМ, как  на диаметре, опишем окружность.
Точки пересечения и этой 
окружности с данной окружностью 
соединим с точкой М.
, Показать, что МК и ML будут 
касательные, проведенные из внеш- 
w ней точки М к данной окружности. 
( У к а з а н и е .  Соединить точки 
К  и L  с центром О и рассмотреть 
вписанные углы МКО и MLO.)
2. Показать, что отрезки МК и 
ML касательных, проведенных к 
данной окружности из внешнейЧерт. 223.
точки, равны между собой.





куляр к  прямой, не продол­
ж ая ее.
’  ,  4 .  /
Р е ш е н и е .  Взяв вне пря­
мой АВ  точку О (черт. 224), 





мой АВ  проведем
пересечения окружности с 
CD. Точку D  соединим с
что прямая B D  перпендикулярна к  прямой А В .
7
вписанном четыреугольникв ABCD
'(черт. 225) сумма каждой пары противо 
'цоложных углов равна т.-е.
L  А  +  L  0  =  2d и Z. Б  +  =  2d.
Вывод (обратное предположен 
цетыреуголышка можно описать окружность 
лишь при условии, если сумма каждой пары 
его противоположных углов равна 2d.
Вопросы. 1) Можно ли описать окруж­
ность около параллелограма? 2) около 
прямоугольника? 3) около ромба? 4) око­
ло, равнобедренной трапеции? 5) около 
неравнобедренной трапеции?
Черт. 225.
§ 173. Измерение угла, составленного 
двумя секущими и имеющего вершину
вне круга.
Задача. Дан угол АВС,, составленный 
секущими АВ  и ВС (черт. 226).
Проведя ED параллельно сто-
Черт. 226,
хорду
роне АВ  и сравнив угол АВС  с вписан­
ным углом DEC, показать, что угол АВС  
измеряется половиной дуги DC, т.-е. 
разностью дуг АС и FE.
Вывод. Угол, составленный двумя секу­
щими и имеющий вершину вне круга, изме­
ряется полуразностью дуг, заключенные 
между его сторонами.
§ 174. Измерение угла, имеющего вершину внутри круга
Задача. Дан угол АВС, вершина кото- 
рого В  лежит внутри круга (черт.
Продолжив его стороны до пересече­
ния с окружностью в точках Е  и F  и 
проведя из точки F  хорду FG  парал­
лельно стороне ВС  данного 
показать, что /_ А В С  =  
следовательно, /_А В О  измеряется поло­
виной дуги 4^ (г, которая равна сумме дуг
АС  и EF. Черт. 227.
26&
Вывод. Угол, вершина которого лежит внутри круга, измеряется 





Задача. Дан угол АВС, ооста- 
с вленный касательной DC и хор­
дой АВ  (черт. 228).
Проведя хорду АЕ  параллель­
но касательной DC, показать, что
АВС  измеряется половиной ду­
ги BE  или, что то же, половиной 
дуги В А.
Вывод. Угол, составленный хор­
дой и касательной, измеряется поло­
виной дуги, заключенной внутри его.
§ 176. Измерение описанного угла.











или, что то же, по- 
дуг FDE и FE.
составленный 
измеряется Черт. 229.





кольца, разделенного на градусы, измерить данный угол, наклады
помощи наугольника найти центр данной окружност
/  * _ ,
при помощи картонного или металлического
При помощи двух транспортиров измерить угол, составлен
ный направлениями двух дорог на карте, не помещая вершину
угла В центр транспортиров.
4. При помощи транспортира разделить угол пополам, не изме­
ряя угла в градусах.
5. К окружности проведены четыре касательные, точки ка­
сания которых совпадают с концами' двух взаимно-перпендику­
лярных диаметров. Назвать фигуру, получившуюся от пересече­
ния касательных.
6 . Вычислить в градусах внутренние н внешние углы красно­
армейской звезды.
7. Два квадрата наложены один на другой, образуя правиль­
ную восьмиугольную звезду. Вычислил» в градусах ее углы.
Проделать то же самое с шестиугольной 
из двух равносторонних треугольников.
8. Минированный участок в море охватывается окружностью, 
проходящею через два маяка. Под каким углом зрения пароход 
должен иметь оба маяка, чтобы не попасть в
участок, если дута указанной окружности между двумя м ая­
ками равна 60°?
9. Три деревни А, В и С расположены по окружности так, 
что вся окружность делится ими в отношении 1 0 : 9 : 2 6 .  Под 
каким углом зрения видна из деревни А  прямая дорога, соеди­
няющая деревни В и С? От в. 36°.
10. Хорда делит окружность в отношен1Ш 2 : 13. Определить:
1) угол, составленный хордой и касательной, проведенной через 
конец хорды; 2) угол, составленный двумя касательными, прове­
денными через концы той же хорды. Отв. 1) 24°; 2) 132°.
11. Дана дуга круга АВ. Начертить целую окружность.
угол имеет вершину на окружности; одна из его
3 : 13, а д
12.
сторон делит окружность в отношени 
[ении 4 : 21. Определить этот угол.
В ОТЕРО-
Отв. 117°27\
13. Середины концов прямоугольника последовательно соеди­
нены прямыми линиями. Показать, что получившаяся фигура 
есть ромб.
14. Хорда находится на расстояк 5#5 2 радиуса от центра.
делить величину центрального угла, на нее опирающегося, 
Отв. 120°,
§ 177. Относительное положение двух окружностей.
У к а з а н и я .  1) Две окружности могут быть расположены 
в следующих 'взаимных положениях (черт. 230):
Черт. 230.
2) Прямая 0 0 х, соединяющая центры двух окружностей, назы * 
вается линией центров.
3) Передвигая левую окружность ио направлению к правой, 
можно из положения I получить все последующие взаимные
• ч
положения двух окружностей.
Задача. Называя линию центров 0 0 г буквой d и радиусы 
окружностей соответственно буквами и г, показать взаимное 
ра/сдоложение окружностей при условии:
1) d^> В -\- г.
i/
2) d =  R  —\~т.




5) d <  R  — r.
6) d =  0.
I
§ 178. Свойство общей хорды двух пересекающихся
окружностей.
окружности, О и 0i, пересекаются в двух точ*
инжм и прямой AD ш проведем лин
1) Показать из рассмотрения чертежа 231, что точки А  ж D
симметричны относительно прямой 00  г и что, следовательно, 
общая хорда двух пересекающихся окружностей перпендикулярна 
к линии центров и делится ею пополам.
2) Показать, что касательная 
к  одной из касающихся окруж­
ностей, проведенная через точку 
их касания, будет служить ка­
сательной и к  другой окружности 
(см. полож. II и IV черт. 230).
Вывод. Если две окружности 
имеют общую точку на линии их 
центров или на ее продолжении, Черт. 231.
то они касаются и имеют общую касательную в этой точке.
Задача. П р о в е с т и  о б щ у ю  к а с а т е л ь н у ю  к  д в у м  
о к р у ж н о с т я м .
У к а з а н и е .  Сразу сообразить или придумать решение за­
дачи на построение обычно бывает очень трудно. Поэтому при
этих задач в предварительно 
Анализ состоит в следу-
решении
производится их анализ (т.-е. разбор).
Предполагая задачу решенной, делают соответствующий
В
ющем.
примерный чертеж. задаче, например, проводим две
окружности и на-глаз проводим их общую касательную. Затем, 
исходя из того, что нам уже известно о касательной, начнем 
рассматривать на сделанном чертеже, какие соотношения отрез­
ков, какое взаимное положение линий, какие величины углов
и пр. вытекают из допущения, что начерченная примерная линия 
есть касательная. Иногда для отыскания таких 
шего допущения приходится проводить вспомогательные линии 
и вообще делать какие-нибудь дополнительные построения. Так, 
например, в нашей задаче мы сначала проводим радиусы и
касания Это однако не дает в
никаких проводим
сюда получается уже целый ряд следствий, указанных же
задачи конце :ают
исходную нить и способ полного 
в отличие от анализа, синтезом.
задачи, называемый
Таким образом, анализ есть путь рассуждения, исходящий 
допущения неизвестного известным и строянц цепь






(в данной задаче 
к окружности из внешней
точки).
1. Построение внешней касательной.
А н а л и з .  Сделав от руки примерный чертеж (черт. 232) 
двух окружностей О и Ох с радиусами И и г, имеющих общую
АВ. проведем радиусы АО  и ВОх икасательную прямую
ОхС || АВ. В таком случае:
1) АС =  ВО
2) /_QCOx^ d \
3) ОС =  АО




С и н т е з  (построение). Из центра О
Черт. 232.
4) ОхС есть касательная 
к окружности с центром О 
и радиусом равным В — г,
точки О*из
описываем окружность 
радиусом, равным R — г, и из точки Ох проводим к этой окруж­
ности касательную ОгС (см. 172, зад. 1). Продолжим радиус
ОС до пересечения с данной окружностью в точке А.
Дерев точку А  проведем прямую АВ  параллельно COt.
АВ  есть искомая внешняя общая касательная к данным окруж­
ностям (почему?).
Предлагается самим учащимся построить таким же способом 
вторую внешнюю касательную к данным окружностям.
11. Построение внутренней касательной.
н а  лиз . Если А В  (черт. 233) общая касательная и СОх || АВ, 
то: 1) A C  — B O t  (почему?); 2) OCOx =  d; з) ОС =  ВЦ-г;  
4) ОхС есть касательная к окружности с центром О и радиусом 
В -\-г  (почему?).
С и н т е з  ©(построение). Из 
центра О описываем окружность 
радиусом, равным В  -}- г, и из 
точки Ох проводим к этой окруж­
ности касательную ОхС. Точку 
касания С соединяем с точкой О 
и  через точку пересечения А
с данной окружно- черт. 233 е
270
:
ностью проводим прямую 'АВ, параллельную ОхС. Прямая А В есть 
внутренняя общая касательная к данным окружностям. Почему?
Предлагается самим учащимся построить таким же способом 
вторую внутреннюю касательную к данным окружностям.
Вопросы. 1) Сколько всех общих касательных можно провести
окружностям,.к двум пересекающимся окружностям? к двум
а
имеющим внешнее касание? внутреннее касание?
2) Указать примеры из техники, где встречаются внутренние
общие касательные к двум окружностям (напр. ременная передача),
г
§ 179. Геометрические места.
У к а з а н и е .  Геометрическим местом называется линия или  
поверхность, все точки которой удовлетворяют известному условию.
Задачи.
1. Показать, что окружность, биссектриса утла, ось симметрии 
являются геометрическими местами.
2. Найти геометрическое место точек, равноотстоящих от двух 
данных точек (черт. 234).




3. Найти геометрическое место точек, равноотстоящих от двух 
пересекающихся прямых (черт.






и, следовательно, искомое геометрическое место есть 
угла, образуемого данными пересекающим 
4. Найти второе геометрическое место, 
кию задачи № 3.
5. геометрическое место точек, находящихся на данном
расстоянии от данной прямой.
А
о.





6. Показать, что в окружности гео- 
метрическое место середин хорд, па­
раллельных данной прямой, есть диа­
метр окружности, перпендикулярный 
к этим хордам (черт. 236).
Р
7. Найти местогеометрическое 
центров всех окружностей данного ра­
диуса, которые касаются данной пря­
мой.
8. Найти геометрическое место
В
Черт. 236.
центров окружностей, проходящих че< 
рез две данные точки.
( У к а з а н и е .  См. задачу 2.)
9. На данной прямой АВ  построить сегмент, вмещающий
угол а.
У к а з а н и е .  Говорят, что сег­
мент вмещает угол а, если на 
дуге сегмента находятся верши­
ны всех вписанных углов, рав- 
углу а.
А н а л и з .  Допустим, что сег-
237) вмещает 
данный угол а. Проведя каса­
тельную АС, получим.
GAB  =  а (см. § 175); 
АО±АСи J_ Черт. 237.
П о с т р о е и и е. При точке А  строим £  ВАС , равный углу а.
Проводим J_ Из точки 
Л, середины АВ, восставляем 
перпендикуляр 1)0. Затем из 
точки О пересечения этих двух 
перпендикуляров описываем ду- 
j) гу АРВ  радиусом, равным АО. 
Это и есть дуга искомого се­
гмента.
10. Найти геометрическое ме- 
данжый отрезок виден под данным углом.
» . , /  v  ‘
А и а л и з. 1) Если отрезок '4/х
под углом а, то под каким углом 
лежащей на той же
(черт. 238) виден из точки С 
этот отрезок ив точки D,
2) Где лежат все точки, из которых отрезок А В виден под 
одним и тем же углом?
3) Показать что тем же свойством
обладают точки сегмента окружности 
имеющей радиус Q^A — f
: 4). Формулировать построение, выте­






денные из этих точек к данной окруж­
ности радиуса г, имели данную длину 
А н а л и з. Пусть В А  и (черт. 239)
Черт. 239.
касательные к данной окружности, имеющие данную длину а, 
Построим треугольники АОВ и COD.
решения задачи. 
12.
построенные треугольники и вывести отсюда
геометрическое место точек, из
 ^ t-











ных данным радиусом и 
чая: касание внешнее и касание
15. Данным радиусом 
сторон данного угла.
(УК а н ж е. DE — OD *= г
16. Данным радиусом описать 
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Приложение 1
натуральных тригонометрических.
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Одночлен и многочлен. Приведение подобных членов. Сложение одно­
членов и многочленов, вычитание' одночленов и многочленов.
Раскрытие скобок, перед которыми стоят знаки - f  или
•  . -  . .  ■
асени'е одночленов,'возведение одночленов в степень, 
многочлена на одночлен; умножение многочлена на многочлен. 
Формулы сокращенного умножения . . . . .  . ,
4U 171
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>ых формул сокращенного умно- 
Извлечение квадратных корней из
чисел б » • * е С •? * * а л v с г А ♦ 197—204
Работа Mi 17. Алгебраические дроби и более сложные уравнения
Простыв я. соетаввыв числа. Разложение чисел на простыв множители. >• - 
Разложение алгебраических выражений на множители. Сумма 
кубов и.'разность кубов. Сокращение алгебраических дробей. 
Сложение и вычитание дробей. Умножение и деление дробей. 
Перемена знаков у членов дроби. Пропорция. Производная про­
порция. Решение более сложных уравнений. Составление уравне­
ний е. одним неизвестным . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 2°2
Работа № 18. Система „уравнений.
Решение системы двух уравнений с двумя неизвестными первой степени. 
Способ ..сложения и вычитания. Способ подстановки. Графический- 
способ. Задачи на составление системы двух уравнений е двумя
неизвестными О Л С- Т С 223-283
Работа № 19. Параллельные прямые.
внешних углов многоугольника. Сумма внутренних углов тре­
угольника и многоугольника. Параллельные 'линии. Углы при
параллельных линиях и секущей. Две прямые, перпендикулярные
$
к третьей. Признаки параллельности прямых. Расстояние между 
параллельными, линиями. Деление отрезка на равные части. По­
строение прямой, проходящей через данную точку параллельно 
данной прямой. Углы с параллельными и перпендикулярными 
сторонами
-Г*! «7\>_■?-'
*  Л * *  & е  *  о 234— 244
Работа №20. Параллелограмм и трапеции.
Треугольник и четыреугольник. Параллелограм. Прямоугольник. Ромб. 
Свойства прямой линии, соединяющей средины двух сторон 
треугольника. Трапеция. . о •  е « • е А о /> л 9 ft О 5 * б 245— 254
Работа № 21. Углы в круге и их измерение.
симметрии. Симметрии в четыреугольниках и в круге. Свойства 
касательной и секущей. Окружность, описанная около треуголь­
ника и вписанная в треугольник. Центральные углы в круге. 
Вписанные „углы. Измерение угла, составленного двумя секу­
щими. Измерение угла, имеющего вершину внутри круга. Изме­
рение угла, составленного хордой и касательной. Измерение опи­
санного угла Относительное положение двух окружностей. Свой­
ства общей хорды двух пересекающихся окружностей. Построение
в двум окружностям. Геометрические места .
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психоло И ПЕДАГОГИКА
/ .  '•
Н. А. Альмедпн ген-Д;ум им. Дошкольные учреждения и внешний мир
(работа с семьей к населением)............................ v .  « . . .
Бойд, Система Монтессоря. Перев. под ред. проф. Н. Д. Виноградова 
Н. Д. Виноградов. Педагогика. Основные проблемы и принципы . . 
У, Джег«с, Беседы с учителями о психологии . . . . . . . . . . .
Киркпатрик. Основы педологии. 4-е изд., дополн. по нов. амер. изд, 
Перев, под ред. проф. Н. Д. Виноградова . . . . . . . . . .
С. И. Пфейфер. Детский клуб, его цель, значение и организация.
2-е изд. . ............................. ' ..............................................  . .
Т. Жонкер. Эксперим. педагогика в детском саду. Пер. подлел, и 
с пред. щэоф. А. Готалова-Готлиб . . . . . . . . . .Ж Ж Ж
н. в,, Чеха®. Типы русской школы в их историческом развитии . ,
Ст. Ф. Шацкий. Тоды исканий.--2-е изд...................... .
Экскурсии в культуру. Сборник под ред. проф. Гревса . . . . . , 
М. В, Муратов. Изучение местного края . . . .  . . . . , . ',
А. А. Фортунатов. Теория трудовой школы . .. . . . . .  . . . , 
М. Рубинштейн и В. Игнатьев. Психология, педагогика к гигиена
а !  О  О  F  (  ф О | < < 4 * * « * 6 ® С Q о  +
М.уМ. Рубинштейн. Педагогическая психология . . . . . . . . « .





Под ред. проф. М. М. Рубинштейн.
1 сборник. Пеовые шаги обучения , .................. . ; . .a  A v '
2 „ Методы индивидуализирующего труда . . . .
3 „ Методы коллективного труда . . .  . . . . . .
4 „ Основные методы дошкольного воспитания . .
5 „ Методы работы в школах крестьян, молод, ив
6 „ Исследовательский м е то д ............................. ...
Н. Горбунов. К методике комплексного преподавания. 2-е изд.
ДО Л Т О Н-П'Л АН А.
М, Щтейнгауз. Из практики лаборат. плана в Англии. Школа для 
малышей. Элемент, школа. Средняя школа (личные впечатлен.).
И, А. Жедобовский, С. С. Розанов, В. Д. Сперанский. Год занятий 
по литературе (группы—-VI, VII, VIII и IX)— задания . . . . .
В. Д. Сперанский. Историко-критические материалы к заданиям по
литературе. Горький— „На дне* . . . . . . . . . . , .... . .
Его же. То же. Демьян Бедный . . . . . . . . , . . . . . . .  .
То же. Маяковский —  Футуризм . . . . . . . . . . .  .
То же. Маркс, метод исслед. худож. произв. Т-. , .
В. Н. Домбровский и В. Г. Эрдзли. Опыт лаборат. занятий по страно­
ведению. Часть I.— Задания по СССР . . .  » . . . . . . . .
То же. Часть II. Задания по европ. и .внеевроп. государствам . . . .
Рабочая книга по математике. Часть I. Составили: Беркут, Гостев, 
Гофнер и Попперек. Книга написана по аккордной системе 
и применительно к Долтон-плану. Материал отвечает курсу перв. 
* года рабфаков, курсу 5, б и7 групп семилеток, 1 году нормаль­
ных военно-учебн. зав., 14-е изд. Книга допущена ГУС‘ом, в пер.
То же. Часть II. Для 2-го и 3-г.о г.г. рабфаков, военио-уч. заведений 
повыш. типа, техникумов и пр. 6-е кзд. Допущена ГУС‘ом . .
То же. Часть III. Издание 2-е. Допущена. ГУ С‘ом'. . . . .  . . . .
Г. А. Попперек. Рычаг знания.— Математика. . . . .
В. Я. Гебель. Прямолинейная тригонометрия. 5-е изд, . . . . .  . .
Долтон-план в новейшие течения русской педагогической
Под редакц, Б. В Игнатьева (статьи А. Г. Бедова, Н. А.
Б. Н. Жаворонкова, М. Закожурниковой и Б. Вг Иг
*
На путях к педагогич. самообразованию, г Под ред. проф. М. М.
Рубинштейна (Опыт применений долтонского принципа) ... . . 
То же. Выл. II. На путях математики .' . . . . . . . . . . . .  , .
То же. Выл. Ш, На путях краеведения ..............
Лабораторная (студ.) система и комплекс в обществовед. Сбор­
ник статей под редакцией В. Жаворонкова . . . . . . . . .
G. Н. Дзюбкнский. Практика обществоведа № 1. — Планирование.
Его же. То же Ш- 2— Рынок . . . . . . . . .  ..... ." .  ..................
Его же. То же Лг° 3 и 4. —  „От ремесла к фабрике'4 . . . . . . . . .
Его же. То же № 5. —  Деревня . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Его ще* Завод, как объект школьного изучения . . . . . .  . . .  .
И. Р. Палей. От станка к книге.— -Год дабор. работы по родному языку. 
Его же. Родной язык в занятиях со взрослыми. 2-ое изд. . . . . . . .
В, Павлов-Шйшкин. Практич. руководство к расстановке знаков пре­
пинания. Щ^ризд., в пер ................... ...
РГХубларова и П. Шендяпин. Крестьянское хозяйство и быт дере­
вни в щкельн, изучении-. . . .................................... ...  . .
О. Лей тнеккер и Д. Розенталь. „История классовой борьбы. —  
■Материалы для заданий по Долтон-плану . . .  . . . . . . . . . 
Борьба за' обществоведение и школьная практика последних лет.
Сборк, под ред. С. Дзюбяксяого и Б. Жаворонкова ". . . . 
Практика работы по программе ГУС‘а. Рабочая книга для учителей 
I ступени. Сборник статей и материалов,-под ред. М. Зако- 
I ж у р н и к свой, Е. Л и т в и н е н к о и А. Я н к о в с к о й-Б а й-
диной.  Часть I. Первый и второй годы обучения..............
То же. Часть II. Третий и четвертый годы обучения . . . . . . . .
П. О. Афанасьев» Н. Д. -Бродский, Н. П. Сидоров, родной язык 
во II ступени. V гр. Раб/хрестом. 9-е изд., в пер' . . . . . .
Кабинет обществоведения. М. III а л г и н а. Под ред. Б.. Ж а в о-





























00 „  










В/ социально-экономических очерках, художественных произведениях, мемуарах
* - диаграммах и картах.
Составили Н. Л. Бродский, С. И. Дзюбинский, "Л. С. Мирский» В. ,П. Цветаев. 
Текстильщик. Текстильная промышленность в прошлом и настоящем.
Условия труда и быт рабочих. Борьба за освобождение труда.
„Металлист44 (История, быт, борьба) .........................................
„Горняк44 (История, быт, борьба) .............................







: у ;■ ИСТОРИЯ И ОБЩЕСТВОВЕДЕНИЕ/-
Проф. И. М. Кулишер. История русск. на|Йдн. хозяйства, Т. I . .
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В. Львов-Рогачевский. Новейшая русская литература, 7-ое изд. . . . 
Проф. П. И. Сакулин. Социологический метод в литературоведении. 

















ИСКУССТВО Й ЛИТЕРАТУРА В МАРКСИСТ- 
СКОМ ОСВЕЩЕНИИ.
Статьи и отрывки из произведений Маркса, Энгельса, Плеханова, Ка- 
 ^ утского, Ленина, Лафарга, Деборйна, Аксельрод, Меринга,,
, Троцкого, Бухарина, Гаузекштейна, Воронского. 
и др. Составили Б. Г. Стол пн ер и П. С. Юшкевич.
Истерия философии в марксистском освещении. Ч. I ..................! . . .
*  %  '■ jit* ***- % * * •  * • л л 9 9 9 9 9 9 4 9 Ш 0
УШЛЙФШ&тском освещеШи. Ч. I. Общ. проблемы.
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